7. cvideni z MA II. (19. 11. 2025)

A. Véta o implicitnich funkcich

Necht F = (Fy,...F,) : W — R”
je zobrazen{ definované na okoli W C R™*" bodu (Z, 7).
Zajima nas (v okoli bodu (z,y) = (Z1,...-Zm, Y1, ---Un)) FeSeni soustavy rovnic:

Fi(z1,..®m,y1,..Yn) = 0

Fn(xla -, Y1, yn) =0

Necht pro tato F' = (Fy,...F},) a pro dany bod (z,y) plati:
(i) Fi(z,y) =0prol1 <i<n
(ii) F; maji spojité parcidlni derivace v okoli bodu (Z,7) pro 1 <i <n
(iif) det(gg; (z,7)) # 0.
Potom existuje okoli U C R™ bodu Z a okoli V' C R" bodu g takové, ze pro kazdy bod x € U
existuje pravé jeden bod y € V(y = y(x)) splnujici Fj(z,y) =0 pro 1 <i < n.
Pak téZ umime spocitat vsechny derivace f v bodé z (a tedy Taylorovy polynomy).

1. Méjme funkci F'(z,y) definovanou nize a bod (z,y) = (6, 2).
Dokazte, ze v néjakém okoli U x V' tohoto bodu (z,y) existuje funkce f = f(z), pro kterou plati
f(z) =y anavic F(z, f(z)) = 0 pro vSechna x € U.
F(z,y) = 2% +y? — 4z — 10y + 4
Urcete f'(z) a f"(Z).

2. Méjme dvé funkce f, g, kde x = f(z), y = g(z). Urcete, zda je mozné tyto funkce definovat
nasledujicimi podminkami:

2? +y? = 327

r+yt+z=2

f2)=1, g(2)=-1
Pokud to lze, urcete f'(2), ¢'(2) a f"(2), ¢"(2).

3. Ukazte, ze zadanou mnozinu M lze na okoli bodu a = (1,0) popsat jako graf funkce f = f(x),
kde f(1) = 0.

M = {(z,y) € R*; In\/a? + y?> = arctg £}

Spoctéte jeji parcidlni derivace prvniho a druhého radu v prislusném bodu.



B. Aproximace pomoci Taylorovy rady.

Taylorova Tada pro funkci jedné promenné (definice): Necht a € R a f je funkce definovana
na néjakém okoli a, kterd ma v tomto bodé vlastni derivaci vSech tada. Pak Taylorovou fadou

v bodé a rozumime nésledujici radu, kde = € R:

Th(z) = +Zf x—a)”

Taylorova tada pro funkci vice proménngch:

Necht a € R™ a f : R” — R je funkce definovana na néjakém okoli a, kterd ma v tomto bodé
spojité parcialni derivace libovolného radu. Pak Taylorovou fadou v bodé a rozumime nasledujici

fadu (kde z € R™):
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4. Aproximujte néasledujici funkce f v okoli daného bodu a:
(a) Pro pfipomenuti: f: R — R, a =0, f(z) = sin(z)
(b) f:R? =R, f(z,y) =z exp(z+y), a=(0,0)

(c) Lze aproximovat i funkce f : R? — R?? Jak?



