6. cviceni z MA II. (5. 11. a 10. 11. 2025)

A. Smérova derivace a te¢na rovina (z minula)

Necht f: G C R" — R, G je oteviend, a € G a v je vektor v R"\ {0,...,0}. Smérovou
derivact fce f v bodé a ve smeéru v-té proméenné rozumime ¢islo
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(pokud tato limita existuje).
Jak souvisi smérova derivace s parcidlnimi derivacemi?

1. Vypoctéte smérovou derivaci funkce f(x,y) = arctg xy ve sméru v = (\_/—%, \_/—%) a v bodé
a = (1,1). Jak souvisi totalni diferencial se smérovou derivaci?

2. Vypodtéte totalni diferencial funkce f(z,y) = e*~¥" v bodé a = (0,0); jakd bude jeho
hodnota ve smérech (1,0), (—1,0), (1,1)?
Vypoctéte derivace této funkce f v zadanych smérech v a v zadaném bodé a.

3. (BONUS) Urcete smérové derivace funkce f(x,y,z) = /23 + y3 + 23 v bodé (0,0, 0)
a sméru h = (hq, ha, hg). Rozhodnéte, zda v tomto bodé existuje totalni diferencidl.

Teénd nadrovina. Necht G C R"™ oteviena, a € G, f € CYG). Tecnou nadrovinou ke grafu
funkce f v bodé [a, f(a)] rozumime graf fce T, x € R™:
0 0
T:xw f(a)+ 851(@(901 —a1)+ -+ (%i(a)(xn —ap)
4. Te¢na nadrovina a totalni diferencial: Najdéte rovnici teéné roviny ke grafu funkce f(x,y) =
arctg v bodé (1,1,7).

B. Retizkové pravidlo.

Necht ma fce f: G C R™ — R totalni diferencial v bodé a.

Necht maji funkce gi(t1,...,t,) = gr(t) parcidlni derivace v bodé b = (b1,...,b,) a necht je
gx(b) = ax pro k=1,...,n. Oznacme g = (g1,...,9n), (tedy g: R" — R") .

Potom mé funkce (f o g)(t1,...,t) = f(g1(t),...gn(t)) = f(g(t)) vSechny parcidlni derivace
v b, a plati:

ALE ) = - e )

Tedy D(fog) = Df- Dg je nasobeni matic !!
(kde £= (f1,..., fm) a kde znadime Df = (8%0)3)



5. Mgjme funkce f, g1, g0 : R> — R, kde:
flz,y) = ze™™?
g1(r,s) = rcos(s)
g2(r, s) = rsin(s)
Slozenim dostaneme funkci H : R? — R, H(r,s) = f(gi(r,s), g2(r,s))
(a) Spocitejte ,postaru® jeji parcialni derivace.
(b) Pomoci fetizkového pravidla spocitejte parcidlni derivace funkce H.
(c) Spocitejte totalni diferencil funkce H.
(d) Aproximujte pro mald € hodnotu H (1 + €, €) (pomoci totalniho diferencidlu).

6. Méjme funkce f: R? - Ra g:R? — R?:
flr,y) =z +ay+y/x
g(?“, 5) = (sin(rs), r—= 5)
Spocditejte vsechny parcidlni derivace slozené funkce H = f o g. Uzijte maticové znaceni z pred-
nasky! Jak toto souvisi s aproximaci linedrni funkci?

T

BONUS: Zaménnost parcialnich derivaci vyssich radua

Druhé parcialni derivace se mohou lisit v zavislosti na poradi derivaci - vypocitejte je pro bod
(0,0):

f(z,y) = xy pro |z| > [y| a  f(z,y) =0 pro |z| <|y|



