Tahak k integralam (9. 5. 2023)

Newtontv integral

DEF: Méjme funkci f definovanou na otevieném neprazdném intervalu (a,b), f:(a,b) — R. Tato
funkce ma na intervalu (a,b) Newtoniv integrdl, kdyz ma na tomto intervalu primitivni funkeci
F a ta m4 vlastn{ jednostranné limity F(a™) = lim,_,,+ F(z) a F(b™) = lim,_,;~ F(z).

Newtonuv integrdl funkce f na intervalu (a,b) pak definujeme jako

b
N)/ f(x)dz :=FOb") - F(a™) = lim F(z) — lim F(z) (=:[F]%)

T—b— r—a™t

V (Per partes pro urcity integral): Necht f a g jsou spojité funkce na [a, b] a necht tyto funkce
maji na (a,b) primitivni funkce F' a G takové, Ze je lze spojité rozsitit na [a, b]. Potom existuji
dva urcité integraly z nasledujiciho vyrazu a plati nasledujici rovnost:

b b
) [ 1@6@ de = (FGL - V) [ Fa)ga)ds

V (Substituce pro urcity integrdal): Necht ¢: [, 5] — R je spojitd a ma ve vSech bodech («, f3)
vlastni derivaci. Oznacme J := p((«, 3)).

(Ze spojitoti ¢ na [o, 8] vime, ze J je omezeny ... nestac¢i kontrolovat na ¢((«, 8))!"!)

Necht f je spojita na J a newtonovsky integrovatelna na vnitiku J. Potom:

B »(B)
N fle®)'(t)dt = (N f(z)d
) [ femyeo <>/M (z) da
Riemannuv integral.

DEFINICE: Mé&jme ¢isla a,b € R, a < b.

Konééna (k + 1)-tice boda D = (ag,a1,...ax), a; € [a,b] je délenim délenim intervalu |a, b,
pokud a =ap < a1 <as <...<ap=n>.

Oznac¢me intervaly I; = [a;, ai+1] a jejich délku jako |I;|(= ai+1 — ai), obdobné [a,b] = b — a.

(i) Pro funkci f:[a,b] — Radéleni D = (ag, ay, .. .ax) intervalu [a, b] definujeme dolni, respektive
horni Riemmanovu sumu jako:

Z |I;|m; , resp. S(f, D Z |1;| M;

=0

kde m; = inf{f(z) | x € I;} a M; = sup{f(x) | z € I;}.
(Tyto sumy jsou vzdy definované, s(f, D) € RU{—o0}, S(f,D) € RU {+00}.)

(ii) Dolni, resp. horni Riemanniv integral funkce f na intervalu [a, b] definujeme jako
b b
/ f(z)dz = sup{s(f, D) | D je déleni [a,b]} , resp. / f(z)dz = inf{S(f, D) | D je déleni [a,b]} .

(Tyto vyrazy jsou vzdy definované, f;f, fff € RU{—o0,+o0}.



(iii) Rekneme, 7e funkce f ma na [a,b] Riemanniv integrdl (je riemannovsky integrovatelnd),
pokud se dolni a horni Riemanllljﬁv integral rovnaji a jsou konec¢né — tuto hodnotu oznacujeme
. b » .

jako [’ f(x)dax (pfipadné (R) [ f(x)dz).

PLATI: Pro kazdou f na [a,b] plati, 7e [*f < [°F.
PLATI: (Kritérium integrovatelnosti) Necht je f definovand na [a,b]. Potom 3 (R) f: f préave

tehdy, kdyz
Ve>03D: S(f,D)—s(f,D)<e

PLATI: Kazd4 riemanovsky integrovatelnd funkce je omezens.
PLATI: “aritmetika” R. integrala (ff(af + Bg) = ozf; f+ ﬁf; g)-

PLATT: “linearita” vzhledem k integraénim intervaltim ( fab =/ ac f+/ Cb fproa < ¢ < bapokud
mé aspon jedna strana smysl)

PLATTI: funkee lisici se v kon. mnoha bodech maji stejny R. integral
PLATTI: Je-li funkce f na [a, b] monoténni, pak je R. integrovatelna.
PLATI: Je-li funkee f na [a, b] spojité, pak je R. integrovatelna.

Jaky je vztah mezi Riemannovym a Newtonovym integralem?

1. ZAKLADNI VETA ANALYZY:
Necht funkce f: [a,b] — R ma Riemannuv integral (tj. f € R([a,b]) a funkce F(a,b) — R je
dana predpisem

F(z) = (R) / Cf(t)at

Potom:

(i) F' je na [a,b] spojitd a

(ii) v kazdém bodé spojitosti zg € [a, b] funkce f existuje vlastni F'(zg) a F’'(xg) = f(xo) (plati
to jednostranné, pokud xy = a nebo xy = b).

2. ZAKLADNI VETA ANALYZY:

Méjme funkce f, F: [a,b] — R, kde F je primitivni k f na (a,b) (tj. F' = f na (a,b)) a f ma
Riemannuv integral (tj. f € R([a,b])).

PAK

<R>/abf=Fb—Fa=<N>/abf

(kde Fy, := lim,_,, F'(z) a Fp := lim,_,;, F'(z) jsou vlastni limity, které za danych predpokladu
existuji)




