13. cviceni z MA II. (7. 1. 2021)
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Opakovani — co by bylo v pisemce (kdyby byla).

1. Metrické prostory, oteviené a uzaviené mnoziny.
Definujme metricky prostor (X,d), kde X = C([0,2]), tedy vSechny spojité realné funkce na
uzavieném intervalu [0, 2]. Postupné definujeme metriku d:

(a) Definujeme skalarni soucin (ukazte, ze jde skutecné o skaldrni soucin!):

2
(flg) = /0 f(@)g(z) da

(b) Skalarni soucin dava normu (véta z linearni algebry):

1=V | = / f2(x) da

(c) Norma dava metriku (viz algebra):

d(f,g) = IIf — gl \// (f - 9)?

(d) Definujme nésledujici funkece f, : [0,2] = R (n € N). Uvédomme si, ze f, € X (tedy jsou
spojité):
0 pro z €[0,1—1/n)U(1+1,2]
falx)=¢ nz+1—n pro z€[l—1/n,1)

—nr+1+n pro ze€[l,1+1/n]
(e) Jak vypadé funkce f : [0,2] — R definovand jako f(x) = limy oo fn(z)? Patii do X?
(f) Definujme funkce gy, : [0,2] — R nasledujicim zptusobem:

0 pro z€[0,1—1/n)U(1+2,2]
gn(x) =< n*zr+n-n? pro z€[l—1/n,1)
—n?z+n+n? pro x€[l,1+1/n]

— Ukazte, ze g, € X (tedy ze jsou spojité).
— Ukazte, ze nasledujici g(x) = limy,,—,o0 gn () neni funkce z X.
— Spoditejte f02 gn(z) dz .

2. Funkce vice proménnych — spojitost, parcialni derivace.
Méjme néasledujici funkei f : R2 — R:

o) = Fm pro y] # 0,0
’ 0 pro [J,‘,y]:




(a) Defini¢ni obor této funkce — je to oteviend, pfipadné uzaviend mnozina (proc)?

(b) Rozhodnéte, zda je f spojitéd na R2.

(¢) Spocitejte parcidlni derivace f na celém definiénim oboru (pokud v néjakém bodé neexistuji,
vysettete, zda v tomto bodé existuji jednostranné parcidlni derivace).

3. Totélni diferencial, te¢nd nadrovina — jak jsou definovany a “k ¢emu to je”?

Méjme funkci f(z,y) =4- /1 - 45
(a) Najdéte defini¢ni obor funkce f a nacrtnéte jej.

(b) Ukazte, ze funkce f je diferencovatelnd v bodé [0, —3] a urCete v tomto bodé jeji totdlni
diferencial.

(c) Napiste rovnici teéné roviny ke grafu f v bodé [0, —3, 8].

(d) Najdéte linedrni aproximaci funkce f v okoli bodu [0, —3].

4. Véta o implicitnich funkcich — jak zni a “k ¢emu to je”?
Ukazte, ze zadanou mnozinu M Ize na okoli daného bodu a popsat jako graf funkce f. Spoctéte
v ptislusném bodu jeji derivace. M = {(x,y) € R?; (2?2 +y*)? —2(2?—y?) = 0} v okoli b. (@, 1)

5. Extrémy funkci vice proménnych — extrémy na oteviené mnoziné a vazané extrémy.
Urcete globalni extrémy zadané funkce f na mnoziné M:

fla,y,2) =ay +2°
M = {[z,y,2] € R% 2 + >+ 22 <1 & 0< 2}

Postupy peclivé zdavodnéte!!



