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Uvodni informace — viz web.

Na rozehrati — motiva¢ni priklad z prednasky:
Necht f: R x R — R je definovana predpisem:

o= { g o 0200
0 (z,y) = (0,0).
Jak je to s jeji spojitosti mimo bod (0,0)? A v bodé (0,0)?

Metrické prostory

Co je to metricky prostor? Jaké ma vlastnosti metrika? K ¢emu jsou metriky?

Co je skaldrni soucin a norma (a norma indukovana skaldrnim sou¢inem, metrika indukovana
normou)?

Co je to okoli, oteviend a uzaviend mnozina? A koule o poloméru r?

1. Nasledujici predpisy definuji metrické prostory (M, p) :
(a) absolutni hodnota: M =R, p(z,y) =z —y
M =R" (n € N):

(b) eukleidovska metrika:  pa(x,y) = /D iy |25 — yil?
(zaloZeno na Cauchy-Bunakovského nerovnosti: > - | a;b; < \/ S a? \/ S b2 )
Zobecnéni: pp(z,y) = /> iy |lzi—wilP (p>1), peR

(c) manhattanskd metrika: pi(z,y) = > " |z; — il
(d) maximova metrika: Pmaz (%, y) = max{|z; —yi|; 1 <i<n}

(e) pafizskd metrika (n = 2):
Ppar(,y) = pa(x,y) pro z,y € R? lezici na stejné polopiimce od bodu (0,0),
jinak pper(z,y) = [|z|| + ||y|| (kde ||.|| je eukleidovska norma)

(f) diskrétni metrika: M # 0, p(z,y) =1 prox #y, plz,y)=0prozxz =y

(g) prostor omezenych funkci na intervalu [a,b] (a,b € R) se supremovou metrikou:
M = F(a,b), psup(f,9) = sup{|f(z) — g(z)|, kde z € [a,b]}

(h) vzdéalenost na neorientovaném souvislém grafu G = (V, E):
M =V, p(u,v) je poCet hran na nejkratsi cesté mezi u, v.



(i) edita¢ni vzdalenost:
Meéjme koneénou abecedu znaki (napt. ¥ = {a, b, c}), pak slova jsou koneéné fetézce znaku
(kde préazdné slovo je téz slovo, znac¢ime \). Rekneme, Ze dvé slova se lisf jednou zménou,
pokud jedno slovo ziskdme z druhého:
- vynechénim jednoho znaku (kdekoli ve slové);
- pfiddnim jednoho znaku (kdekoli ve slové);
- zdménou jednoho znaku za jiny (na dané pozici ve slové).
Vzdalenosti (=metrikou) dvou slov je pak nejmensi pocet zmén, kterym se z jednoho slova
ziska slovo druhé.

2. Jak vypada jednotkovéa koule (tedy mnozina B(a,r) = {z € M;p(a,z) < r}, kde r = 1) v
prostoru R™

vr: UPRAVT B(a,1) = {z € R";p(a,z) < 1}).

- s eukleidovskou metrikou;

- s manhattanskou metrikou a

- s maximovou metrikou (viz cviceni 1)?

3. Ukazte, ze eukleidovskd, manhattanskd a maximova metrika (viz cviceni 1) jsou silné ekvi-
valentni.

Rekneme, ze dvé metriky p;, p; na stejné mnoziné M jsou silné ekvivalentni, pokud

Jr,s € (0,00) takovd, ze pro Va,y € M plati: - p;j(x,y) < pj(z,y) < s-pi(x,y)

4. = 1. sada domaécich cvi¢eni (po 1 bodu)... termin 8. 10. 2020 ve 12 hodin
Plati nasledujici tvrzeni? Dovedete zdtvodnit?

(a) Mnozina B(a,r) = {x € M;p(a,z) < r} v pro r > 0 je oteviend mnozina metrického
prostoru (M, p). mL: Reseni: Zvolim lib. Z € B(a,r), pak p(a,Z) = s < r; pak mohu
definovat rz := 5* > 0 a ukazu, ze B(z,s) C B(a,r), tedy pro lib. Z najdu jeho okoli,
které se vejde do B(a,r), tedy B(a,r) je oteviena.

(b) Mnozina B(a,r) = {x € M;p(a,z) < r} vupro r > 0 je uzaviend mnoZina metrického
prostoru (M, p). mv: Il pfejmenovat, aby to nevypadalo, ze B je uzévér B —> napt. B'(a,r)
nm
uL: 7?2 DOKONCE moznd plati B(a,r) = B(a,r) ?? uL: Reent:

(¢) Jednobodové mnoziny jsou uzaviené mnoziny metrického prostoru (M, p).

(d) Jak vypadaji oteviené mnoziny v metrickém prostoru (M, p), jehoz kazdy bod je izolovanym
bodem?
ML: otevienymi mnozinami jsou asi vSechny jednoprvkové (Bod a je izolovanym bodem
mnoziny A C M, pokud 3r > 0 takové, ze B(a,r) N A = {a}.)

mi: dalsi priklady (jako tvrzeni bylo na prednasce)... FeSeni - jednodusSe z definice ot. mn. (Kral):
- M, oteviené i uzaviené v M

- sjednoceni lib. souboru ot. mnozin je oteviené

- prunik kon. mnoha ot. mnozin je otevireny

- obdobné paralela pro uzaviené mnoziny (kon. sjednoceni, libovolny prunik)



