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Newtontiv integral

1. (= 2 z minula) Spocitejte nésledujici Newtonovy integraly (pfip. zdivodnéte, proc¢ neexistuji).

(f) fol 9712 sin % dz (2) fol % dz (i) fg |Inz|dz

Riemannuav integral.

DEFINICE: Méjme c¢isla a,b € R, a < b.

Konééna (k + 1)-tice bodu D = (ag,a1,...ax), a; € [a,b] je délenim délenim intervalu |[a,b],
pokud a=ap < a1 <as <...<ap=n>o.

Oznacme intervaly I; = [a;, a;41] a jejich délku jako |I;|(= a;+1 — a;), obdobné [a,b] = b — a.

(i) Pro funkci f:[a,b] — Radéleni D = (ag,ay,...ax) intervalu [a, b] definujeme dolni, respektive
horni Riemmanovu sumu jako:

Z |I;|lm; , resp. S(f, D Z |1;| M;

=0

kde m; = inf{f(z) | x € I,} a M; = sup{f(x) | z € I;}.
(Tyto sumy jsou vzdy definované, s(f, D) € RU{—o0}, S(f,D) € RU {40o0}.)

(i) Dolni, resp. horni Riemanniv integrdl funkce f na intervalu [a,b] definujeme jako
b b
/ f(x)dx = sup{s(f, D) | D je déleni [a,b]} , resp. / f(x)dz = inf{S(f, D) | D je déleni [a,b]} .

(Tyto vyrazy jsou vzdy definované, fff, f(ff € RU{—o0, +00}.

(iii) Rekneme, 7e funkce f ma na [a,b] Riemanniv integrdl (je riemannovsky integrovatelnd),
pokud se dolni a horni Riemannlv integral rovnaji a jsou kone¢né — tuto hodnotu oznacujeme

jako f f(z)dz (pripadné ( )f:f(:v) dz)
PLATI: Pro kazdou f na [a,b] plati, 7e [*f < [°F.

PLATI: (Kritérium integrovatelnosti) Necht je f definovan na [a,b]. Potom 3 (R) fab f pravé
tehdy, kdyz
Ve>03dD: S(f,D)—s(f,D)<e

PLATI: Kazd4 riemanovsky integrovatelna funkce je omezena.
PLATI: “aritmetika” R. integrali (ff(ozf + Bg) = af; f+ ﬁf; g)-

PLATI: “linearita” vzhledem k integraénim intervalim ( fab f=[0r+ fcb fproa < ¢ < bapokud
mé aspon jedna strana smysl)



PLATTI: funkee ligici se v kon. mnoha bodech maji stejny R. integral
PLATI: Je-li funkce f na [a, b] monoténni, pak je R. integrovatelna.
PLATI: Je-li funkce f na [a,b] spojitd, pak je R. integrovatelnA.

2. Urcete z definice hodnotu Riemannova integralu (R) fEQ |z] dz .

3. Jaky je vztah mezi Riemannovym a Newtonovym integrialem?

Aplikace integralu.
A. S pouzitim Riemannova integralu:

(a) Odhadnéte shora ¢islo > p_; 7> a na zdkladé toho dokaite, Ze fada Y 5, 75 konverguje.
(b) Odhadnéte zdola &slo > _; 1 a na zakladé toho dokazte, ze Ffada Y 4o | 7 diverguje.

B. Plocha pod krivkou ... viz definici R. integralu.
Pro kiivku y = f(z) (pro = € [a,b]) ma plocha pod kiivkou obsah ff f(x) dz.

C. Délka krivky ... viz domaci tkol.
Délka kiivky y = f(x) (pro x € [a,b]) je ddna predpisem fab V1+(f(x))? da.

(a) Najdéte délku kiivky y = %x% na intervalu x € [0, 3].

D. Objem rotacniho télesa.
Objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci kiivky y = f(z) (pro = € [a,b]) kolem osy x je

[Pr(f(x))? da.

(a) Necht M je oblast ohrani¢end grafem funkce f(z) = v/ -sinx a osou x na intervalu
[0, 7]. Vypoctéte objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci M kolem osy x.
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(b) Vypoctéte objem téleso vzniklého rotaci funkce y = /z pro y € [1, 2] kolem osy y.

E. Povrch rota¢niho télesa.
Povrch télesa vzniklého rotaci kiivky y = f(z) (pro x € [a, b]) kolem osy z je fab 2rf(z)/1+ (f'(x))? da.

(a) Povrch paraboloidu (satelitni antény) vzniklého rotaci kiivky y = ¢y/z pro x € [0,0].

(b) Povrch nekoneéného “trychtyte” vzniklého rotact funkce f(z) = 1 pro z € [1,00) kolem
osy .



