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A. Č́ıselné obory – rozhodněte a dokažte:

1. Existuje zobrazeńı z přirozených č́ısel do celých č́ısel f : N → Z, které je
‘na’?
Existuje také bijekce f : N → Z?

2. Existuje zobrazeńı z přirozených č́ısel do racionálńıch č́ısel f : N → Q, které
je ‘na’?

B. Co je to uspořádáńı, supremum, infimum, maximum, minimum? Př́ıklad
množiny, která má supremum, ale ne maximum; př́ıklad množiny bez suprema.

1. Najděte suprema a infima následuj́ıćıch množin nad reálnými č́ısly (pokud
existuj́ı); existuj́ı pro ně maxima a minima?

(a) A1 = {− 1
n ; n ∈ N} (b) A2 = {n+(−1)n

n ; n ∈ N}

(c) A3 = {n(−1)n ; n ∈ N} (d) A4 = {q <
√

3; q ∈ Q}

(e) A5 = { p
p+q ; p, q ∈ N} (f) A6 = {n2 −m2; m,n ∈ N & n > m}

2. Mějme množinu X a množinu č́ısel opačných, tedy −X = {−x | x ∈ X}.
Dokažte, že plat́ı: inf{−x} = − sup{x}

3. Nechť X = {x ∈ Q |x2 < 100/49}. V tělese (Q,≤ (rac. č́ısla s obvyklým
uspořádáńım zloml̊u) najděte inf X a supX.
Jak se výsledky změńı, když Q naherad́ıme N , Z nebo R?

Bonus. Běžná definice suprema množiny M ⊆ T ř́ıká, že je to č́ıslo s ∈ T , které
je nejmenš́ı horńı závorou.
(Tj. (i) ∀x ∈M : x ≤ s a (ii) ∀y ∈ T, y < s ∃xy ∈M : y < xy).
Zálež́ı na požadavku, že y ∈ T? Co kdybychom požadovali pouze y ∈M?
Najděte rozd́ıl (např. na konkrétńım př́ıkladu množiny M).

C. Co to je těleso reálných č́ısel (dále R)?

1. Z axiomů pro těleso reálných č́ısel R dokažte, že pro ∀x ∈ R, ∀y ∈ R, ∀n ∈ N
plat́ı:
(a) x ·0 = 0 ·x = 0 (b) −x = (−1) ·x (c) (x ·y = 0)⇒ (x = 0∨y = 0)

2. Př́ıklad konečného tělesa.



Domáćı úkol (24.10.2017)

1. Najděte (pokud existuj́ı) supremum a infimum množiny B ⊂ R,
B = {sinx cosx; x ∈ R}; existuje pro ni maximum a minimum? (1 bod)

2. Mějme množinu přirozených č́ısel A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60} a
relaci dělitelnosti (aRb ⇔ a|b). Jde o uspořádáńı (ostré, neostré, částečné,
lineárńı (=úplné))? (1 bod)

3. Z axiomů pro těleso reálných č́ısel R dokažte, že pro ∀x ∈ R, ∀y ∈ R, ∀n ∈ N
plat́ı: (0 ≤ x < y)⇒ xn < yn (1 bod)


