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Jak prob́ıhá d̊ukaz matematickou indukćı? (A jaké daľśı typy d̊ukaz̊u znáte?)

1. Dokažte, že pro všechna přirozená n plat́ı:

(a)
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k=1 k = n(n+1)
2 (b)
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k=1 k

2 = n(n+1)(2n+1)
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(d) Vypoč́ıtejte
∑n

k=1
1

k(k+1) (e) Vypoč́ıtejte pro x ∈ R:
∑n

k=1 x
k

2. Dokažte tzv. de Morganova pravidla pro množiny A a Bi (i = 1 .. n):

(a) A \
⋂n

i=1Bi =
⋃n

i=1(A \Bi)

(b) A \
⋃n

i=1Bi =
⋂n

i=1(A \Bi)

3. Dokažte pomoćı matematické indukce, že pro všechna přirozená n a reálná
x > −1 plat́ı tzv. Bernoulliho nerovnost:

(1 + x)n ≥ 1 + nx

3’. AG nerovnost: Pro kladná reálná x1, . . . xn plat́ı:

n
√
x1 . . . xn ≤ 1

n (x1 + . . .+ xn)

Dokažte pro n = 2 (pro obecná n těžké!).

4. Dokažte pro všechna přirozená n:

(a)
∑n

k=1
1√
k
>
√
n pro n ≥ 2 (b) (2n)! < 22n(n!)2

5. Dokažte pro všechna přirozená n a reálná x taková, že 0 ≤ xk ≤ π :

| sin (
∑n

k=1 xk)| ≤
∑n

k=1 sinxk

6. Vlastnosti zobrazeńı.

(a) Mějme množinu A. Je-li A konečná, pak funkce z A do A je prostá právě
tehdy, když je ‘na’.

(b) Pro nekonečné množiny to neplat́ı – najděte např́ıklad funkci z přirozených
č́ısel do přirozených č́ısel, která (i) je prostá a neńı ‘na’, (ii) neńı prostá a je
‘na’ a která (iii) je ‘na’ a nav́ıc má každá prvek nekonečně mnoho vzor̊u.

7. Mějme zobrazeńı f : X → Y a množiny A,B ⊂ X. Jaké muśı mı́t f,A,B
vlastnosti, aby platily následuj́ıćı vztahy?



(a) f(A) ∪ f(B) = f(A ∪B) (b) f(A) ∩ f(B) = f(A ∩B)

(c) f(A \B) ⊆ f(A) \ f(B) (d) f(A) \ f(B) ⊆ f(A \B)

Domáćı úkol (termı́n 17.10.2017, 14:00):
1. Dokažte pro všechna přirozená n (1 bod za každou nerovnost):

(a) n2 ≤ 2n

(b) n! ≤ (n+1
2 )n

(Plat́ı též odhad faktoriálu zdola (n
e )n ≤ n!, kde e je základ přirozeného

logaritmu (pro d̊ukaz potřeba následuj́ıćı nerovnost (1 + 1
n )n ≤ e).)

2. Pro která zobrazeńı f : X → Y plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı?

(a) ∀M ⊂ X f−1(f(M)) = M (b) ∀N ⊂ Y f(f−1(N)) = N


