8. Cviceni z MA 1II. (5.4.2017)

ufal.mff.cuni.cz/course/nmai054
Aplikace urcitého integrélu.

1. Plocha pod k#ivkou.

Pro kiivku y = f(x) (pro = € (a,b)) m4 plocha pod kfivkou obsah f; f(z) dz.

Je-li kiivka ddna parametricky = = ¢(t), y = ¥(t) (pro t € (a,b); ¢(t) a ¥ (¢)

spojité; ¢(t) ryze mon. se spoj. derivaci na (a, b)), pak je plocha pod touto kiivkou
b

[, v(@®)¢'(t) dt.

Najdéte obsah omezené rovinné oblasti ohrani¢ené kiivkami:

(a)  sinusovkou na (0, )

(b) y=a* y=uz

(c
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(
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y=cosz, y=sinx, =0
— 1 — _1 =1
y - /17127 y - 1+412’ xr = 2\/§

Urcete plochu obdélniku.
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2. Délka kiivky.
Délka kiivky y = f(z) (z € (a,b)) je ddna predpisem fab 14+ (f'(x))? dx.

Délka krivky dané parametricky = = ¢(t), y = ¥(t) (pro t € (a,b); ¢(¢) a 1 (¢) maji
spoj. derivace na (a, b)) je fab @' ()2 + ' (¢)2 dt.
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(a) Najdéte délku kiivky y = 222 na intervalu z € (0, 3).

(b)  Spocitejte délku kruznice o poloméru r.

3. Objem rotac¢niho télesa.
Objem rota¢niho télesa vzniklého rotaci kiivky y = f(z) (z € (a,b)) kolem osy z je

fab nf(z)? dz.

(a) Necht M je oblast ohrani¢end grafem funkce f(x) = v/z-sinxz a osou z na
intervalu (0, 7). Vypoctéte objem rotaéniho télesa, které vznikne rotaci M kolem
oSy Z.

(b) Ovéite vzorec pro vypocet objemu kuzele s polomérem podstavy r a vyskou v.
(c) Nekoneény “trychtyi” vznikly rotaci funkce f(z) = 1 pro = € (1,00) kolem
osy .

(d) Téleso vzniklé rotaci funkce y = /x pro y € [1,2] kolem osy y.

Tip (nenapadne-li vds néco lepsiho): Guldinovo pravidlo pro objem: Objem
rotac¢niho télesa vzniklého rotaci rovinné mnoziny M kolem piimky p, neprotinajici
mnozinu M, je rovna soucinu obsahu mnoziny M a délky kruznice o poloméru



4. Povrch rota¢niho télesa
Povrch télesa vzniklého rotaci kiivky y = f(z) (z € (a, b)) kolem osy z je fab 2 f(z)\/1+ (f'(x))? da.

(a) Paraboloid (satelitn{ anténa) vznikld rotaci kiivky y = ¢y/z pro z € (0, b).
(Reélné parametry by mohly byt b = 0.3m, ¢ = 1.8m/?).

(b) Anuloid vnikly rotac{ kruznice o poloméru r kolem osy prochdzejici rovinou
kruznice a vzdalené R od jejiho stfedu;

(d) Jednodilny hyperboloid (chladici véz elektrarny) dany rovnict (%)2 + (%)2 —
2

() =1

(U Temelina je patn{ pramér 130.7m, prumér v koruné 82.6 m, vyska 155 m. Dost

jisté je a = b, ¢ uz lze dopocitat.)

(e) Nekonecny “trychtyi” vznikly rotaci funkce f(z) = % pro z € (1,00) kolem
oSy .

Tip: Guldinovo pravidlo pro povrchy: Plocha rota¢ni plochy vytvoiené ro-
taci rovinné kiivky ¢ kolem piimky p je rovna soucinu délky kiivky ¢ a obvodu

5. Odhady sum — integralni kritérium.

(a) Zio:l % (s>0) (b) 220:1 m

(¢) Odhadnéte (pomoci integralu) velikoxt n! .
Tip: Pouzijte logaritmu.

Domaéci tikol na 11.4.2017:

1. Urcete plochu elipsy.

2. Urcete délku kiivky y = %(65 +e”4) na intervalu z € (0,~)
(kde a,y > 0 parametry)

3. Urcete objem anuloidu (duse od pneumatiky) vzniklého rotaci kruznice o
poloméru r kolem osy prochézejici rovinou kruznice a vzdélené R od jejiho
stfedu.

Tip: rovnice anuloidu ... (2% + y* + 22 + R? — r?)? = 4R*(2? + °)



