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Spojitost. Jak se definuje spojitá funkce (r̊uzné definice)?

1. Ukažte, že polynomy v́ıce proměnných jsou spojité funkce P : Rn → R.

2. Zkoumejte následuj́ıćı funkce na (Rn, eukleid. metrika) – určete definičńı
obor (jde o ot. či uz. množinu?), spojitost, vrstevnice. Nabývaj́ı tyto funkce na
svém definičńım oboru globálńıho maxima a minima?

(a) f(x, y) =
√

log(x− y) (b) f(x, y) = log(
√
y + 1− x)

(c) f(x, y) =
√

1
x2 − y2

x2 − 1 (d) f(x, y, z) =
√

z2

x2+y2 − 1

(e) f(x, y) = x2 − y2 (f) f(x, y) = x
y

(g) f(x, y) = arcsinxy (h) f(x, y) = arcsin y
x+1

3. Jsou následuj́ıćı fce spojité? Nabývaj́ı na R2 své největš́ı a nejmenš́ı hodnoty?
Jaké?

(a) f(x, y) = 2xy
x2+y2 pro [x, y] 6= [0, 0], f(0, 0) = 0

(b) f(x, y) = x2y
x2+y2 pro [x, y] 6= [0, 0], f(0, 0) = 0

4. Lze následuj́ıćı funkce spojitě rozš́ı̌rit na R2?

(a) f(x, y) = (x + y)2 sin

(
1√

x2+y2

)
(b) f(x, y) = sin xy√

x2+y2

(c) f(x, y) = sin xy
x2+y2

Parciálńı derivace. Nechť f : G ⊂ Rn → R, G je otevřená, a ∈ G a ei =
[0, . . . , 0, 1, 0, . . . 0] je i-tý vektor kanoniclé báze Rn. Parciálńı derivaćı fce f
podle i-té proměnné v bodě a rozumı́me č́ıslo

∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a + tei)− f(a)

t

(pokud tato limita existuje).

Značeńı: C1(G) . . . množina fćı, které maj́ı pro každý bod a ∈ G spojité parc.



derivace podle všech proměnných (tj. fce x 7→ ∂f
∂xi

(x) jsou spojité jako fce n
proměnných).

5. Určete definičńı obor následuj́ıćıch funkćı na Rn, vyšetřete jejich spojitost a
vypočtěte parciálńı derivace všude, kde existuj́ı:

(a) f(x, y) =
√
|xy| (b) f(x, y) =

√
x2 + 4y2 + 1

(c) f(x, y) = (x2 + y2) sin
(

1
x2+y2

)
pro [x, y] 6= 0, f(0, 0) = 0

(d) f(x, y) = xy√
x2+y2

pro [x, y] 6= 0, f(0, 0) = 0

6. Určete definičńı obor následuj́ıćıch funkćı a vypočtěte parciálńı derivace 1. a 2.
řádu všude, kde existuj́ı. Nalezněte rovnici tečné nadroviny v zadaných bodech:

(a) f(x, y, z) = (x
y )z, v bodě [e, 1, 2, e2]

(b) f(x, y) = arctg x−y
x+y , v bodě [1, 1, f(1, 1)]

Domáćı úkol na 15.4.2015: U př́ıklad̊u (1) a (2) vyšetřete spojitost. Lze dané
funkce spojitě dodefinovat na R2?

(1) f(x, y) = 2x2y
x4+y2

(2) f(x, y) = sin x+sin y
x+y

(3) Ukažte, že je-li funkce f spojitá na Rn, potom množina
M = {x ∈ Rn; f(x) < 0} je otevřená.



Řešeńı:
2a-h. spojité na svých definičńıch oborech

3a. neńı spojitá v b. [0, 0], omezená 3b. spojitá, neńı omezená
4a. spojitá pro f([0, 0]) := 0 4b. spojitá pro f([0, 0]) := 0 4c. nelze spojitě do-
definovat v b. [0, 0]
5a. spojitá na R2

∂f
∂x

(x, y) = 1
2

y·sgn(xy)√
|xy|

pro x 6= 0, y 6= 0,

∂f
∂y

(x, y) = 1
2

x·sgn(xy)√
|xy|

· pro x 6= 0, y 6= 0,

∂f
∂x

(0, 0) = ∂f
∂y

(0, 0) = 0,
∂f
∂x

(0, y) neex. pro y 6= 0, ∂f
∂y

(0, y) = 0 pro y 6= 0,
∂f
∂x

(x, 0) = 0 pro x 6= 0, ∂f
∂y

(x, 0) neex. pro x 6= 0

5b. spojitá na R2

∂f
∂x

(x, y) = 1
2

2x√
x2+4y2

pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂y

(x, y) = 1
2

8y√
x2+4y2

pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂x

(0, 0) neex., ∂f
∂y

(0, 0) neex.

5c. spojitá na R2

∂f
∂x

(x, y) = 2x sin( 1
x2+y2 )− 2x

x2+y2 · cos( 1
x2+y2 ) pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂y

(x, y) = 2y sin( 1
x2+y2 )− 2y

x2+y2 · cos( 1
x2+y2 ) pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂x

(0, 0) = ∂f
∂y

(0, 0) = 0

5d. spojitá na R2

∂f
∂x

(x, y) = y3√
(x2+y2)3

pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂y

(x, y) = x3√
(x2+y2)3

pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂x

(0, 0) = ∂f
∂y

(0, 0) = 0

6a. T (x, y, z) = e2 + 2e(x− e)− 2e2(y − 1) + e2(z − 2), Df : x · y > 0
6b. 2z − x + y = 0, Df : x 6= −y

Dú 1. neńı spojitá v b. [0, 0], omezená
Dú 2. spojitá pro f([a,−a]) := cos a ∀a ∈ R


