9. Cviceni z MA III. (1.a 2.12.09)

Co je to bodovéd / stejnomérnd / lokdlné stejnomérnd konvergence rad funkei?
Jaké znate véty o (lokdlné) stejnomérné konvergence rad funkei?
(Zde znac¢im stejnomérnou konvergenci symbolem =>.)

1. Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci fad
funkei.

(a) 30, £ na [0,1] (b) 0, T pal0,+00)
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Na kterych maximélnich intervalech konverguji néasledujici fady bodové,
lokélné stejnomérné, stejnomérné?
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2. Spoctéte limity:

() limoo 500, S (b)) dmeas Y00, (@ - et

(c) limg_ot ZZO:1 ﬁ

3. Plati  lim, .o fol fo(x)dz = f01 lim,, o fn(x)dx nésledujici posloup-
nosti funkci? Jak je to se stejnomérnou konvergenci f,, na (0,1)?

(a)  fo(z)=nze ™ (b) fol@)=nz(l—2)" (c) folz)= Tnsa”

4. Dokazte, ze funkce {(z) = Y_,° | -~ m4 na intervalu (1, 00) derivace vsech
Fadu.

5. Necht f(z) =Y 07, %+, kde p,q > 0. Dokaite, ze

X
n=1 nP+x2n’
(a) f je spojitd na (0, 00), pokud maxp,q > 1
(b) f je spojitd na R, pokud p+ ¢ > 2
(c) vysetiete def. obor a spojitost f v zdvislosti na p, g

6*. Necht a= {a;} je posloupnost nezdpornych redlnych é&isel, necht &(z) =
ZO=1 7. Co lze tici o def. oboru, spojitosti a derivacich funkce 7



Reseni:

la. nekonverg. na [0,1]  1b. stejnomérné (Weierstrass)  1lc. bodové na (—1,1), ste-
jnomérné na [—1+¢€,1—¢], e € (0, 1), lokdlné stejnomérné na (—1,1)  1d. stejnomérné
na [—14¢,0), (0,1—¢],e € (0,1) (pfestoze prvnich 6 ¢lent v okoli 0 neomezenych) 1le.
stejnomérné na R, i fada abs. hodnot (Weierstrass) 1f. bodové na R (absolutné),
stejnomérnd na omez. intervalech (Weierstrass), neni omez. na okoli 4+, —oco (nutnd
p.) 1g. stejnomérné na R (Weierstrass), i pro fadu abs. hodnot ~ 1h. bodové (ab-
solutné) na M = {x € R;x # —2",n € N}, stejnomérné na (K,+o0) N M, K € R
(Weierstrass), neni stejnomérnd na (—oo, K) N M (nutnd podm.) 1i. bodové na
M = {z € R;—x ¢ N} (neabsolutné), neni stejnomérnd na (—oo, K) N M (nutnd
podm.) stejnomérné na (K, +oo) N M, K € R (Dirichlet)  1j. stejnomérné na R (ne-
absolutné, Dirichlet)

2a. konverg. stejnomérné na (0, +00) (Abel), lim... = 3 >°°7 | (—i)" =—1log2 2b.
1 2c. 1 (konverguje stejnomérné napf. na (—1, co), Weierstrass)
3a. f, — 0 na R, ne stejnomérné na (0, 1), lim,—oo fol fo(z)de = % #+
#£0= fol lim,—oco fn(z)dz  3b. fr — 0na [0, 1], ne stejnomérné na (0,1) 3c. fr, = 0
na (0,1), a tedy lim, o fol fo(z)de =0= fol limp—oo fr(z)dz

4. fada n—tych derivac{ konv. lok. stejnomérné na (1,infty),Vn (Weierstrass)

5a. konverguje lok. stejnomérné na (0, c0) (Weierstrass)  5b. konverguje stejnomérné
na R 5¢c. pro max(p,q) < 1 je Dy = 0, pro max(p,q) > 1 je Dy = R; pro
max(p,q) > 1 je f spojitd na R; pro p+ ¢ > 2 nebo p > ¢ je f spojitd na R; pro
p+q<2ap<qneni f spojitd v 0

6*. D¢ je 0, (o, ), [er, 00), nebo R; € je spojitd na svém def. oboru; pro = € (a, o0) (pro
def. obor («, c0) nebo [, c0)), resp. x € R m4 fce € pro viechna n € N vlastni n—tou
derivaci, pro [a, 00) i der. zprava v b. a (pokud konverguje - nemus{) (Weierstrass, Abel

+ véty o zéménéch), £ (z) = 372, (71)";?7,;105%




