
3. cvičeńı z MA III. (13. a 14. 10. 09)

1. Prostor funkćı C〈a, b〉 (spoj. fce na uz. intervalu) . . . ukažte, že následuj́ıćı
předpisy maj́ı smysl a definuj́ı metriku:

(a) f, g ∈ C〈a, b〉 : ρmax(f, g) = maxx∈<a,b> |f(x)− g(x)|

(b) f, g ∈ C〈a, b〉 : ρ1(f, g) =
∫ b

a
|f(x)− g(x)| dx

(c) f, g ∈ C〈a, b〉 : ρ2(f, g) =
√∫ b

a
|f(x)− g(x)|2 dx

(Tip: Hölderova ner.:
∫ b

a
|fg| dx ≤ p

√∫ b

a
|f |p dx · q

√∫ b

a
|g|q dx , kde 1

p + 1
q = 1 )

Zobecněńı: ρp(f, g) = p

√∫ b

a
|f(x)− g(x)|p dx (p ≥ 1)

(d) Ukažte, že konvergence v metr. prostoru (C〈a, b〉, ρmax) je stejnoměrná.
(e) Jak vypadá jednotková koule v metr. prostoru (C〈a, b〉, ρmax) ?
(f) Rozmyslete si, že metriky ρmax a ρ1 nejsou ekvivalentńı!

2. Prostor funkćı R〈a, b〉 (riemannovsky integrovatelné fce):

(a) f, g ∈ R〈a, b〉 : ρ1(f, g) =
∫ b

a
|f(x)− g(x)| dx neńı metrika – proč?

(b) Jak lze upravit, abychom dostali metrický prostor?

3. Prostor posloupnost́ı {xn}∞i=1 , xi ∈ R . . . ukažte, že následuj́ıćı předpisy maj́ı
smysl a definuj́ı metriku:

(a) prostor l1 . . .
∑∞

i=1 |xi| <∞ . . . x, y ∈ l1 : ρ1(x, y) =
∑∞

i=1 |xi−yi|

(b) prostor l2 . . .
∑∞

i=1 |xi|2 <∞ . . . x, y ∈ l2 : ρ2(x, y) =
√∑∞

i=1 |xi − yi|2

(Tip: Minkowského ner.: p
√∑n

i=1(ai + bi)p ≤ p
√∑n

i=1 a
p
i + p

√∑n
i=1 b

p
i

pro ai, bi ≥ 0, p ≥ 1 )
Zobecněńı:
prostor lp . . .

∑∞
i=1 |xi|p <∞ . . . x, y ∈ lp : ρp(x, y) = p

√∑∞
i=1 |xi − yi|p

(c) prostor l∞ . . . {xn}∞i=1 omez. posl. . . .
x, y ∈ l∞ : ρ∞(x, y) = maxi=1,...∞ |xi−yi|

4. Méně rozumné metriky

(a) P 6= 0 . . . x, y ∈ P : ρ(x, y) = 1 pro x 6= y , ρ(x, y) = 0 pro x = y
Jak vypadá jednotková koule? Jak vypadá koule o poloměru r, r ≥ 1?



(b) X . . . prostor všech omezených posloupnost́ı reálných č́ısel . . .
x = {xn}, y = {yn} ∈ X : ρ(x, y) =

∑∞
1

1
2i

|xi−yi|
1+|xi−yi|

Ukažte, že ρ je metrika na X.

5. Metriky indukované normou.

(a) Co je to normovaný lineárńı prostor (M, ‖.‖) (nad R) ?

(b) x, y ∈M : ρ(x, y) := ‖x− y‖
Ukažte, že ρ je metrika na M .

6. Metriky a skalárńı součin.

(a) Co je to lineárńı prostor se skalárńım součinem (M, (x, y)) (nad R) ?

(b) Pro x ∈M definujme ‖x‖ :=
√

(x, x). (Ukažte, že je to norma.)

(c) Tedy na M lze definovat metriku ρ :=
√

(x− y, x− y) ,∀x, y ∈M .
Ukažte, že je to opravdu metrika.


