
8. Cvičeńı z MA III. (23. a 24.11.09)

Co je to bodová / stejnoměrná / lokálně stejnoměrná konvergence posloup-
nosti funkćı? Jaké mezi nimi plat́ı vztahy? Kdy z bodové / lok. stejnoměrné
konvergence plyne stejnoměrná konvergence? Jak zńı kritérium stejnoměrné kon-
vergence pro posloupnost funkćı?
(Zde znač́ım stejnoměrnou konvergenci symbolem ⇒.)

1. Určete, zda a na jakých intervalech konverguj́ı bodově / stejnoměrně /
lokálně stejnoměrně následuj́ıćı posloupnosti funkćı.

(a) fn(x)
{

1/x x ∈ [1/n, 1)
n x ∈ (0, 1/n] na (0, 1) (b) fn(x) = n2x3

1+n2x2 na R

(c) fn(x) = nx(1− x)n na [0, 1] (d) fn(x) = xn − xn+1 na R

(e) fn(x) = xn+1 − xn−1 na [0, 1] (f) fn(x) = e−|x−1/n|n2
na R

(g) fn(x) = xn − x3n na [0, 1] (h) fn(x) = 1
x+n na R

(i) fn(x) = nx
1+x+n na [0, 1]

(j) fn(x) = xn

1+xn na [0, 1− ε], na [1− ε, 1 + ε], na [1 + ε,∞], (ε ∈ (0, 1))

(k) fn(x) = e−(nx)2 na R (l) fn(x) = e−x2/n na R

(m) fn(x) = arctg nx
nx na R− {0}

Dú: Nechť fn ⇒ f a gn ⇒ g na M . Plat́ı následuj́ıćı? Př́ıpadně uveďte
protipř́ıklady.

(a) fn + gn ⇒ f + g na M

(b) fn · gn ⇒ f · g na M ,
(a za dodatečného předpokladu, že f i g jsou omezené na M?)

(c) fn

gn
⇒ f

g na M (pokud všechny pod́ıly maj́ı smysl)



Řešeńı:
1a. fn → 1/x, na (0, 1), nikoli stejnoměrně (integrovatelnost) 1b. fn ⇒ x, na R
1c. fn → 0, na [0, 1], nikoli stejnoměrně (lim sup = 1/e) 1d. fn → 0, na (−1, 1],
jinde nekonverguje, fn ⇒ 0, na [−1 + ε, 1], lok. stejnoměrně na (−1, 1] 1e. fn ⇒ 0,
na [0, 1] 1f. fn → 0, na R, nikoli (lokálně) stejnoměrně (sup ≥ 1) 1g. fn → 0, na
[0, 1], fn ⇒ 0, na [0, 1− ε] (kde ε ∈ (0, 1)), na žádném [1− ε, 1] ne stejnoměrně 1h.
fn → 0, na R, fn ⇒ 0, na (k,∞) pro lib. k ∈ R, na žádném (−∞, k) ne stejnoměrně
1i. fn ⇒ x, na [0, 1] (dokonce na [0, k], ne na okoĺı +∞) 1j. fn → 0 pro x ∈ [0, 1),
→ 1

2
pro x = 1, → 1 pro x > 1, stejnoměrně / nestejnoměrně / stejnoměrně 1k.

fn → 0 pro x 6= 0, → 1 pro x = 0, nikoli (lokálně) stejnoměrně (spojitost nebo záměna
limit) 1l. fn → 1 na R, nikoli stejnoměrně (záměna limit pro x → ∞), fn ⇒ 1
na [−k, k] (k > 0), a tedy lokálně stejnoměrně 1m. fn → 0, nikoli stejnoměrně na
každé množině obsahuj́ıćı xk → 0, xk 6= 0 (záměna limit)


