
4.-6. Cvičeńı z MA III. (20.,21. a 27.10., 4.11. a 3., 11.11
09)

1. Zjistěte, čemu se rovná uzávěr následuj́ıćıch množin X:

(a) Q v R s metrikou indukovanou z obvyklé metriky na R

(b) N v R s metrikou indukovanou z obvyklé metriky na R

(c) {f ∈ C(〈0, 1〉); f po částech lineárńı} v C(〈0, 1〉) se supremovou metrikou

(d) {f ∈ C(〈0, 1〉);∀x, y ∈ 〈0, 1〉 : |f(x)− f(y)| ≤ |x− y|} v C(〈0, 1〉)
se supremovou metrikou

2. Určete vzdálenost bodu [−5,−1] od množin M1 = {[x, y] ∈ R2; y = x2}
a M2 = {[x, y] ∈ R2; y > x2}.
(vzdálenost: ρ(a,M) := inf{ρ(a, x); x ∈M} pro a ∈ Rn , M ⊂ Rn)

Jak se definuje spojité zobrazeńı (r̊uzné definice)? Jak se chovaj́ı spojitá zo-
brazeńı k otevřeným / uzavřeným množinám? Jak se chovaj́ı spojitá zobrazeńı
k aritmetickým operaćım, ke skládáńı?

3. Zkoumejte spojitost následuj́ıćıch funkćı:

(a) Ukažte, že polynomy v́ıce proměnných jsou spojité funkce P : Rn → R.
(b) Mějme (M,ρ) – ukažte, že metrika ρ je spojitá funkce na M ×M .

( ∀x, y ∈M : xn → x, yn → y ⇒ ρ(xn, yn)→ ρ(x, y) )

4. Zkoumejte následuj́ıćı funkce na (Rn, eukleid. metrika) – určete definičńı obor
(jde o ot. či uz. množinu?), spojitost, vrstevnice. Nabývaj́ı tyto funkce na svém
definičńım oboru globálńıho maxima a minima?

(a) f(x, y) =
√

log(x− y) (b) f(x, y) = log(
√
y + 1− x)

(c) f(x, y) =
√

1
x2 − y2

x2 − 1 (d) f(x, y, z) =
√

z2

x2+y2 − 1

(e) f(x, y) = x2 − y2 (f) f(x, y) = x
y

(g) f(x, y) = arcsinxy (h) f(x, y) = arcsin y
x+1

5. Jsou následuj́ıćı fce spojité? Nabývaj́ı na R2 své největš́ı a nejmenš́ı hodnoty?
Jaké?



(a) f(x, y) = 2xy
x2+y2 pro [x, y] 6= [0, 0], f(0, 0) = 0

(b) f(x, y) = x2y
x2+y2 pro [x, y] 6= [0, 0], f(0, 0) = 0

(c) f(x, y) = 2x2y
x4+y2 pro [x, y] 6= [0, 0], f(0, 0) = 0

6. Lze následuj́ıćı funkce spojitě rozš́ı̌rit na R2?

(a) f(x, y) = (x+ y)2 sin
(

1√
x2+y2

)
(b) f(x, y) = sin xy√

x2+y2

(c) f(x, y) = sin xy
x2+y2

(d) f(x, y) = sin x+sin y
x+y

7. Ukažte, že je-li funkce f spojitá na Rn, potom množina M = {x ∈ Rn; f(x) <
0} je otevřená.



Řešeńı:
4a-h. spojité na svých definičńıch oborech
5a. neńı spojitá v b. [0, 0], omezená 5b. spojitá, neńı omezená 5c. neńı spojitá
v b. [0, 0], omezená
6a. spojitá pro f([0, 0]) := 0 6b. spojitá pro f([0, 0]) := 0 6c. nelze spojitě do-
definovat v b. [0, 0] 6d. spojitá pro f([a,−a]) := cos a ∀a ∈ R


