3. Cviéeni z MA III. (17.10.07)

Jak se definuje oteviend, uzaviena mnozina? Co je vnitini a vnéjsi, co hranicni,
limitni a izolovany bod? Co je hranice, uzavér, vnitiek mnoziny? Co je kom-
paktni mnozina?

Rozcvicka:
(a) Ukazte, ze koule B(a,r) = {x € R";p(a,x) < r} je oteviend mnozina.
Plati to pro diskrétni metriku?
Ukazte, ze B(a,r) = {z € R"; p(a,z) < r} je uzaviena.
(b) Ukazte, ze kazd4 koneénd podmnozina v (obecném) metrickém prostoru
(M, p) je uzaviend.

(¢) Jaké jsou oteviené mnoziny X v (obecném) metrickém prostoru (M, p),
jehoz kazdy bod je izolovany (jako bod M)?

1. Zkoumejte nésledujicf mnoziny (otevienost, uzavienost, vnitiek, hranice,
uziver, omezenost, kompaktost) :

(a) Mejme metricky prostor (N, p’), kde N = (0,1) U (2,3), p’ metrika indu-
kovand z eukleid. prostoru R.
Zkoumejte mnoziny X; = (0,1), X2 = (2,3) v (N, ).

V nésledujicich piikladech uvazujeme mnoziny X v eukleid. prostoru (R™, p2):

(b)  A{[z,y] € R?; y > 2?2, 22 +4? <2}

(© {lo.) € B y = a?}u{lo,~1]}

(d) {lz,yleR% 1<z<2, 1<y<2}

(e) {lzyle R |2 <1}

(f) {[%,%] € R%, n,m € N}

(&) {lv.y] € R == > 0}

(h)  {[3cost+ cos3t,3sint —sin3t] € R?; t € (0,2m)}

(i) Alz,y,2]eR} 1<ad3+¢y*+23<2, 2>0,y>0, z>0}

2. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici mnozity omezené:
(a) A{lz,y] € R% 2<ayz <4}

() Alzyl e R v 4+y+2=5, xy+yz+az=8}



() AlzyleR% 2’ +y’—20y=0, 220, y>0}
tip: piislusny kvadrant lze vyjadiit jako {[r-cosa,7sinal; 7 > 0, a € (0; §)}

3. Zkoumejte nasledujici mnoziny M — jsou tyto mnoziny oteviené ¢i uzaviené?

(a) VkeN: My={[z,y] € R% a®+y> < (1+$)%}
Urcete mnozinu M = ;- ; M. Je tato mnozina oteviend ¢i uzaviend?

(b) VkeN: My={[z,y] € R? 22 +¢y* < (1— %)2}}

Uréete mnozinu M = (-, Mj. Je tato mnozina oteviend ¢i uzaviend?

4. Zjistéte, cemu se rovna uzaveér nasledujicich mnozin X:
(a) @ v R s metrikou indukovanou z obvyklé metriky na R
(b) N v R s metrikou indukovanou z obvyklé metriky na R

(¢) {fe€C(0,1)); f po castech linedrni} v C({0, 1)) se supremovou metrikou

(d) {feC({0,1);Ve, ye(0,1):[f(x) = f(y)| <[z —yl} v C(0,1))

se supremovou metrikou

Dt. Uréete vzdalenost bodu [—5, —1] od mnozin My = {[z,y] € R?; y = 2°}
a My = {[z,y] € R?*; y > 2?}.
(vzdalenost: p(a, M) := inf{p(a,x); x € M} proa € R*, M C R")



Reseni:

c. Otevfené jsou viechny podmnoziny M.

la. X, oteviend i uzaviend, Int X1 = X;, vnéjsi body Ext X1 = (2,3), hranice
Hr X; = 0; X5 oteviend, ne uzavfens, Int X, = X, vnéjsi body Ext Xo = (0,1),
hranice Hr X, = {3}

1b. X oteviend, Hr X = {[z,y]; 2* =y, -1 <z <1}U{z,y]; 2* +14* =2, -1 <
z < 1}, uzéver X = {[z,y] € R?; y > 22, z* +y* < 2}, omezend

lc. X uzaviend, Hr X = {[z,y] ; 2> =y, 2 € RyU{[-1,0]}, X = X, Int X
{[x,y] ; 2* <y, = € R}, neomezens

1d. X neniot., nenfuz.,, Hr X ={[z,1]; 1 <z < 2}U{[z,2]; 1 <z <2}U{[l,y]; 1 <
y<2tUu{l2y ;1 <y<2h X ={py e R} 1<2<2 1<y< 2},
Int X ={[z,y] € R} 1< <2, 1<y< 2}, omezend

le. X neni ot., nenf uz., Hr X = {[z,y] ; vy = —z + 1} U {[z,y] ; v = x + 1},
X =X U{[0,1]}, Int X = {[z,y] € R?* |*=%| < 1}, neni omezend

1f. X nenf ot., nenf uz., Hr X = X U{[0, %]}U{[%,O]}U{[O, 0]}, X = Hr X, Int X =0,
omezena

1g. X neni ot., nenf uz., Hr X = {[z,y] € R?; oy U{[z,0]}, X = XU{[=,0]},

4y
Int X = {[z,y] € R?; % > 0}, neni omezend
1h. X uzavfend (uz. kiivka), Hr X = X = X, Int X = (), omezend
1i. X nenf ot., neni uz., Hr X ... misto nékteré z nerovnosti{ plati rovnost, X =
{lz,y,2) e R* 1 < a®>+9*+2° <2, 2>0 y>0, 2>0}, Int X = {[z,y,2] €
Ry 1<a®+y*+28<2 >0, y>0, 2> 0}, omezend
2a. X nenf omezend, napi. [n, 2,2],  2b. X omezend, X C B([0,0,0],v3), 2c. X
omezend, obraz kompakt. intervalu pfi spojitém zobrazeni
3a. M uzavieni, 3b. M oteviend

4a.Q=R, 4b.N=N, 4c. X =C((0,1)) (Weierstrass), 4d.X =X



