10. Cviceni z MA III. (5.12.07)

1. Znovu k implicitné zadanym funkcim.

(a) Funkce f(z) = z a g(2) = y jsou definovany rovnicemi z2+y% = 122 a z+

y+z = 2 apodminkami f(2) =1, g(2) = —1. Urcete f'(2), ¢'(2), f(2), ¢"(2).
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(b) Funkce f(2) = x a g(z) = y jsou definovény rovnicemi z?+y?>+22=1 a
r+y+2=0 apodminkami f(z9) = z0, g(20) = Yo, kde 23 + 92 + 22 =1,
To+ Yo+ 20 =0 a xg —yo # 0. Urcete f'(20), g'(20).

(¢c) Najdéte rovnici teény a normély ke kiivce zadané implicitné vztahem cos zy =
x + 2y v bodeé (1,0).

(d) Dokazte, ze vztahy u = 22 — sinyv a v = 2z — e¥T* definuji na okoli bodu

(1,—2 — ¢) hladké funkce z(u,v) a y(u,v) takové, ze z(1,—-2 —e) = —1 a
y(1,—2 — e) = 0. Rozhodnéte, zda tyto funkce z(u,v) a y(u,v) maji v bodé
(1, —2 — e) totdln{ diferencidl (pokud ano, spoctéte jejich gradient v tomto
bodeé).

Jesté extrémy funkci, tentokrat vézané.

2. Zjistéte lokalni extrémy funkci na zadanych mnozindch — vyuzijte La-
grangeovych multiplikatort.

(a)  f(z,y) = V3x —y+2 zapodminky z?+2x+y% =0
(b)  f(z,y) =y namnozinég M = {(z,y) € R? | 23+ y3 — 32y = 0}
(¢)  flz,y) =y?— 22 + 2% na mnozing M = {(z,y) € R? | z = y*}

(d)  f(z,y) = 2% +y? — 62 — 4y + 11 na mnoziné
M = {(z,y) € R? | 22 +y? — 42 < 5}

(e) flz,y) =2%—y% namnozing M = {(z,y) €R? |y+e® —1=0}

3. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnoty funkei — v jakych bodech je funkce
nabyvaji? (Pokud funkce nenabyvé extrémiu, vySetiujte sup a inf.)

(a)  f(x,y,2) = z na mnoziné
M={(z,y.2) € R* | ® +y? + 22 < 1, 2° +y° + 2* = 0}

(b)  f(x,y) =sinz +siny na M = {(z,y) € R% 2> +¢* < %2}

4. A néjaké ‘slovni lohy’:



(a) Jakd je vzddlenost parabol p; 1y = —2% a py 1 y = (v — 6)27

(b) Tlustosténna banka valcovitého tvaru se sténami i dnem silnymi 4mm po-
jme 2] kapaliny s tim, ze zustanou jesté 2cm k okraji. Urcete rozméry bariky,
aby plocha styku kapaliny s baiikou byla co nejmensi.

(d) Mésto B je 10 km vychodné od meésta A a mésto C je 3 km jizné od B.
Z A do C se ma postavit dalnice. Cena pti budovani dalnice podél existujici
silnice z A do B je 4 miliony K¢ na km, zatimco cena kdekoliv jinde je 5
miliont K¢ na kilometr. Kudy by se méla vést délnice, aby se minimalizovaly
naklady?

Reseni:
la. f'(2) =0, ¢'(2) = -1, f"(2)=-1, g"(2) =1
_ (2)—=z _ z—xz(2)
1b. 2'(2) = 756y V() = im0
lc. tetna x + 2y — 1 =0, norméla 2z —y —2 =0
1d.
2a. lokélni=globaln{ minimum v b. (— \/§2+2 , 1), lokalni=globdln{ maximum v b. ( ‘/‘5’2*2 ,—3)

2b. (0,0) nenf extrém; (V/2, V/4) ostra lok. maximum vzhledem k M

2c. (0,0) ostrd lok. maximum vzhl. k M; (3, :I:%) ostrd lok. minima vzhl. k M

2d. (3,2) ostré lok. minimum; (2 — \:/357 —\%) ostré lok. maximum; podeziely bod na
hranici (2 + %, +%) neni extrémem

2e. (0,0) ostré lok. minimum

3a. podezielé body (0,0,0), (:I:%,O,$%), (i%,¥%,0); ostré lok. maximum %

vzhl. k M v b. ( 0), (=,0, —\%); ostré lok. minimum —\% vzhl. k M v b.

1 1
(_ﬁ7ﬁ70)7 (_ﬁ707%) )
3b. sup f(M) = 2sin Z5; inf f(M) =2—sin J
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