Zaklady teorie mnozin
Z minula byste méli znat:
1. Pojmy tranzitivni mnozina, dobré usporadani a ordinalni Cislo
2. Zakladni vlastnosti ordinalnich ¢isel a tfidy On

3. Princip transfinitni indukce

4. Konstrukci transfinitni rekurzi
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Véta (o ordinalnich typech): Bud (A, C) dobré uspofadani. Je-li A mnoZina, exis-
tuje praveé jedno o € On tak, Ze usporadani (A, C) a (a, <) jsou izomorfni. Je-li A
viastni tfida a uspofadani < je navic uzké, tj. pro kazdé x € Aje{y € A ; y < z}
mnoZina, je (A, C) izomorfni s (On, <). V obou pfipadech je uvedeny izomorfismus

uréen jednoznacne.

Dikaz. Mizeme predpokladat, 2e A # (). Hledany izomorfismus se ziska transfinitni
rekurzi pfes On, pfitemz konstruujici funkci GG definujeme naptiklad takto:

min (A — rmg(f)) pro A —rng(f) # ()

ming (A) jinak.

G(f) =

Bud F' funkce ziskand touto rekurzi. Oznacme
X ={aedom(F);a=0V F(a) # minc(A4)}.

Pak F'[ X je hledany izomorfismus. Jednoznaénost: je-li F” jiny takovy izomorfismus
pak pro nejmensi ordinal -y spliujici F'(v) # F' () plati

F'(v) = ming (A — mg(F'[v)) = G(F']v) = G(Fv) = F(v), spor! O
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Dusledek:
Jsou-lice, B € On aa # (3, pak (o, <) a (3, <) nejsou izomorfni.

Je-li dobré usporadani (A, C) izomorfni (cr, <) pro o € On, fikame, ze a je

typem dobrého uspofadani (A4, C) a piseme o = type(A4, C).

Na tfidé On x On zavadime takzvané lexikografické usporadani < . takto:

df

(a, ) < Le(7,0) < a<yV(a=yAB<d).
Snadno se nahlédne, ze < . je dobré usporadani na On x On.

Na jeho zdkladé zavadime na tridé ordinalnich Cisel nasledujicim zplsobem

operace scitani a nasobeni:

a+ 0 =type(aW 3,< 1) (aWf={0}xaU{l} xF) 1)
a- B =type(8 x a, < L) (2)



Je zrejmé, Ze uvedené definice jsou v souladu s nami drive zavedenymi
operacemi na w a odpovida jim i oznaceni naslednika ordinalniho cisla:
a+1=aU{a}l.

Ordinalni soucet a soucin jsou asociativni, ale nejsou komutativni, ne-
botnapf. w+1#14+w=w ¢ wHtw=w-2#2 w=uw.



Vlastnosti ordinalnich operaci
Pro o, 3, v € On plati:

a-0=0-a0a=0, a-l=1-a=a, a-2=a+«
a-(B+v)=a-08+a-v (distributivita zprava)
a<fB—=v+a<y+p3

o< f—aty< Pty
vy>0Na<(B—v-a<vy-0,
a<f—oa-y<fy

w<la— (Vnew)n+a=a«a

(w < aAajelimitni)) — (Vn €w)n-a =«
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Mocnina o ordinalnich &isel a, 3 se zavadi rekurzi podle 3 (o je pevné):

1. =1,

2. ot =P . q,

B — Y el imitn{

3. a” =J, .57 jeli § > O limitni.
Na prirozenych cCislech se ordinalni mocnina shoduje s tou, jiZ jsme pro
ne zavedli drive.
Pozor: na nekonecnych ordinalech ordinalni mocnina neodpovida mno-
Zinové mocnine.

Ordinal w* = | J _ w" je totiz na rozdil od mnoziny “w spocetny:

Zw X w = w se snadno vyvodi w" ~ w a odtud nésledné i w* ~ w.

ncw
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Funkce F' : On — On je normalni, je-li rostouci a spojitd (f. o < § —

Fla) < F(B)aF(v) = Uy, Fa) proy > 0 limitni).

Indukci se snadno ovéfi, ze pro normalni funkci plati o < F'(av).

Véta (O pevném bodé normalni funkce): Pro kazdé 3 € On ma kazdi

normdini funkce pevny bod o > (3 (F'(a) = av).

Dikaz. Rekurzi definujme g : w — On tak, ze g(0) = fag(n+1) =
F(g(n)).Bud a = J,,., 9(n). Jelikoz I je rostouci, je i g rostouci, tudiz je
« limitni. Ze spojitosti plyne, ze F'(a) = U,Ka F(7), ovéem prava strana je
ztejmé rovna | J,,., F'(g(n)) = U, <, 9(n +1) = a. O

Kazda normalni funkce méa tedy neomezené mnoho pevnych bodu (ty jsou tudiz

usporadny jako On).

Priklad: JelikozZ je ordinalni mocnina a® normalni funkce, ma pevny bod. Nejmensi
. V4 VARV 4 7 \v4 v 7 w..
ordinalni Cislo « takové, Zze a® = « znacime € (= w* ).
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Axiom vybéru

Zobrazeni f je tzv. selektor na mnozing x, jestlize dom(f) = x a f(y) € y

prokazdé y € =,y # (.

Axiom vyberu (AC) je tvrzeni:
Na kaZdé mnoziné existuje selektor.

Axiom vybéru umoznuje pro dané x vybrat nardz z kazdé neprazdné mnoziny

Yy € x po jednom prvku. Podstatné je, Ze tento vybér tvori mnozinu.

Ekvivalentné Ize axiom vybéru také vyjadfrit takto:

Kartézsky soucin neprazdného souboru neprazdnych mnoZin je ne-

prézdny, tj. pro soubor mnozin (x; ; i € I) plati

IT#£ONNMielz #0) — Xai #0.

el
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Axiom vybéru je nezavisly na axiomech Zermelo-Fraenkelovy teorie mno-
zin (nelze jej v ni ani dokazat ani vyvratit). Uvidime, ze je v ni ekvivalentni

s nasledujicimi principy:
Princip dobrého usporadani:
KazZdou mnoZinu Ize dobre usporadat.

c0z znamena, ze kazdou mnozinu lze prosté zobrazit na néjaky ordinal,
neboli jeji prvky ocCislovat ordinalnimi Cisly.
Definice: Bud' (a, <) uspofadani. Rekneme, Ze podmnozina r C a je
fetéz v usporadani (a, <), je-li relace < linearni uspofadani na 7.
Princip maximality aneb Zornovo lemma:
Necht (a, <) je uspofadani, jehoz kazdy fetéz ma v (a, <) ma-
jorantu. Pak pro kazde x € a existuje maximalni prvek y mno-
Ziny a takovy, Ze x < .
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Ekvivalence AC, WO, a PM

Ukazeme, Zze v Zermelo-Fraenkelove teorii mnozin jsou ekvivalentni:
(WO) principu dobrého usporadani
(AC) axiomu vybéru
(PM) principu maximality

(WO)—(AC)

Je-li x neprazdna mnozina, bud < dobré uspofadani | J x. Pak zobra-
zeni f : x — |  definované predpisem f(y) = min< y proy € x je

zjevne selektor na .
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(AC)—(PM)

Bud (a, <) uspofadani, jehoZ kazdy fetéz ma v (a, <) majorantu. Hledame
maximalni prvek nad danym x € a. Bud g selektor na P(a). Pro fetéz r v
(a, <) oznaéme maj(r) mnozinu véech jeho majorant a pro y € a oznatme
a, = {z € a; y < z}. Transfinitni rekurzi definujme ' : On — b takto:

F(0) = =
F(a) = g(maj(F"a))proa > 0 limitni, a
AF (o je-i ap(y 0,
Flatl) = g(ar(a)) Jeliap) #

F(a) jinak.

Funkce F' je neklesajici, presnéji: zprvu rostouci a od urcitého o konstantni
(nemuze byt rostouci vSude, neb On je viastni tfida a b mnozina). Pro kazdé o
tedy tvori " o fetéz. Bud' v nejmensi ordinal, pro ktery existuje 3 < « tak, ze
F(a) = F(f3). Tento « je izolovany, atedy « = (3 + 1, neb je-li F' rostouci
na limitnim o, je F'(x) vétsi nez kterykoli prvek z "' cv. MnoZzina a (3 je tedy
prazdné a tudiz je F'([3) maximalni prvek (a, <). Pfitom z = F'(0) < F(J3).
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(PM)—(WO)

Dokazujeme, Ze danou a Ize dobre usporadat. Polozme
b= {0 C a X a; ojedobré uspofadani (¢asti a)}.

Je ) € b,tedy b # (). Ukazeme, 2e (b, <), kde 0 < o' pokud usporadani
o' prodiuZuje o, splfiuje predpoklady PM; je-li pak o maximalni prvek b, je to
dobré uspofadani na celém a, neb jinak existuje z € a — dom(o) a0’ = o U

U{{(z,z)} U{{y,x);y € dom(o)} je zjevné dobré usp. prodiuzujici o.

Necht r je fetéz v b. Pak 0 = U r je dobré usporadani a je to majoranta retézu
r v (b, ). Je totiz 01 < 0 pro kazdé 0; € 7, neb je-li x € dom(o1) a
(y,x) € o, pak (y,x) € 02 pro néjaké o2 € 7. Jelikoz o7 < 09 nebo
09 < o1 ax € dom(oy), je (y,x) € 01. Kone¢né, o je dobré usporadanti,
nebje-liu C dom(o)ax € u,jex € dom(o1) pro ngjaké o1 € r. Nejmensi
prvek mnoziny u N {y ; (y,x) € o} =uN{y; (y,x) € o1} v usporadani

01 je nutné nejmensi prvek u v usporadani o (ovérte podrobné!). [
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Néjaka forma axiomu vybéru je nutna k dikazu fady dalezitych vét v mo-
derni algebre, analyze a dalSich matematickych oborech (nékteré z nich

jsou s nim dokonce ekvivalentni). Jsou to napf. tvrzeni:

® KaZdy vektorovy prostor ma bazi.

e Existuje lebesgueovsky neméritelna mnoZina v R.

e [ebesgueova mira na R je o-aditivni

e KaZzde teleso Ize algebraicky zuplnit.

e Je-li f realnd funkce a pro kaZdou posloupnost {a,, },.c., plati

lim a, =a — lim f(a,) = f(a),

n—aoeo n—aoeo

pak | je spojita v bodé a.

AC je ekvivalentni tvrzeni, Ze relace subvalence je trichotomicka na V,

tj. pro kazdé dve mnoziny x, y platix <X y nebo y < .



Lebesgueova mira \,, na R™ je jednoznacné urCenamira na nejmensi Uplné o-algebre

obsahujici vSechny n-rozmerné kvadry, tj. mnoziny tvaru
[a1,b1] X ... X [an, by],
ktera je invariantni vi¢i posunuti a spliiuje A, ([0, 1]™) = 1.

Véta (AC): Existuje lebesgueovsky nemeéritelnd mnozina v R.

Dikaz. Oznaéme ~ ekvivalenci na R definovanou pfedpisemx ~ y < x — y € Q.
Kazda tfida |z] .~ je zfejmé spocetna. Z (AC) plyne, ze existuje selektor f na [0, 1]/ ~;
polozme V' = rng(f). Necht {q, ; n € w} je oislovani Q N [0,1] a V,, =
V+q, = {x+q, ; v € V}. Predpokladejme, ze V je méfitelna (vyvodime
spor). Mnoziny V,, jsou zfejmé vzéjemné disjunktni, A1 (V) = A1(V) (invariance
v(i&i posunuti) a plati [0, 1] C | J C [-1,2].

Tudiz diky o-aditivité A1 plati 1 < Znéw 1(Va) = M(Upew Vi) < 3. Z proni
nerovnosti plyne A1 (V') > 0, odkud ovéem »
druhou nerovnosti. V' tedy neni méfitelna. O

nEw

new (Vn) — 00, COZ je ve Sporu s



Priklad: Kazdy vektorovy prostor ma bazi.
Pfipomenme, ze B C V je bazi vektorového prostoru V' nad télesem T,
jestlize

1. B je linearné nezavisla mnozina vektorG tj. z » .., r;v; = 0,kde v; € B

ar;, €l,plynery =r9=---=1r, =0,

2. B generuje cely prostor V', tj. B = V', kde
n
X—{vai; v, € X, r; €T, lgign,néh\l}.
i=1
Dukaz. PouZijeme axiom vybéru ve formé Zornova lemmatu.

OznaCme

Z = {X ; X jelinearné nezavisla mnozina}.

Z je neprazdna (napt. ) € Z) a &asteéné usporadana inkluzi.
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Je zfejmé, Ze sjednoceni retézu linearné nezavislych mnozin je linearné neza-

visla mnozina. Je-li totiz X C Z fetéz v uspofadani (Z, C) (tj. usporadani
(X, Q) je linearni) a pro ngjaka v; € |JX, r; € T plati > mv; = 0,
pak kazdy vektor v; je prvkem né&jakého X; € X, 1 < ¢ < n. Diky linearité
usporadani (X, C) je jedna z téchto koneéné mnoha mnozin X; nejvétsi v in-
kluzi. Oznaéme ji X ;. Pak tedy v; € X; pro kazdé 1 < i < n.OvSem X je

lineadrné nezavisla mnozina, tudizry =r9 =--- =1r, = 0.

Kazdy fetéz X’ ma tudiz v Z majorantu (a to | J X). Tim jsou ovéfeny pfedpo-
klady Zornova lemmatu, dle néhoz ma tudiz Z maximalni prvek, oznacme ho
B. Ukézeme B = V. Kdyby to neplatilo, pak by existoval néjaky v € V — B.
Pak ovéem BU{v} je linearné nezavisla mnozina, tedy BU{v} € Z ve sporu
s maximalitou 5. Bud totiz rv + Z?Zl r;v; = 0. Kdyby r # 0, pak by platilo
v=—> 1 Sy, Giliv € B, coz je spor. Tudiz r=0 a tedy > o miv;=0.

Z linearni nezavislosti B pak plyneiry =rg =--- =1, = 0. O]
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Priklad: Je-li f realna funkce a pro kaZzdou posloupnost {an}new plati

lim ap, =a — lim f(a,) = f(a),

pak f je spojita v bodé a.

Dukaz. Vyuzijeme axiom vybéru (AC). Postupujeme sporem. Predpokladejme,

Ze predpoklad o limitach plati, presto je f nespojita v bodé a, t.

(Fe > 0)(Vo > 0)(Fy)(la —y| <dA[fla) = f(y) =€) @)

(negace definice spoijitosti). Zafixujme € a pro kazdé n > 0 zvolme na zakladé
(3) jedno yy, z intervalu (@ — +,a + L) tak, aby | f(a) — f(yn)| > €. Zde
uzivame AC. Formalné je zobrazeni n — ,, selektorem na mnozine

(i la—yl < Alf(@)~ f(5)] > e} sn €N,

Je zfejmé, ze limy, 00 Y = a, ovdem lim,, . f(yn) # f(a), nebot

véechny f(y, ) jsou od f(a) vzdaleny pfinejmensim o €. ]
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Nekteré priklady

Jako aplikace axiomu vybéru, principu dobrého usporadani, pripadné
konstrukce transfinitni rekurzi, se muzete pokusit dokazat nasleduijici po-

zoruhodna (le€¢ ponékud neuzite¢na) tvrzeni (zbude-li Cas, néktera ukazu):

1. Existuje funkce f : Q — Q, nabyvajici na kazdém otevieném inter-
valu racionalnich Cisel véech hodnot.

2. Pro danou spodetnou mnozinu piimek P v roviné R?, existuje spo-
getnd mnozina M C [R?, s niz ma kazda pfimka z P pravé dva
spolecné body.

3. Existuje mnozina bodu v roviné (mohutnosti kontinua), s niz ma kazda

primka v rovine prave dva spolecné body.

4. Existuje funkce f : R* — R, nabyvajici na kazdé kruznici v R?

(s nenulovym polomerem) vSech realnych hodnot.



— 19—

Axiom vybeéru byl zprvu fadou matematiku a logikl odmitan pro jeho ne-
konstruktivni povahu: na rozdil od ostatnich axiomu postuluje existenci
mnoziny (selektoru), aniz by ukazal, jak ji |ze sestrojit (coz je ovsem do

jisté miry téz problém axiomu potence).

Pomoci axiomu vybéru Ize ziskavat mnoziny znacné "nekonstruktivni"

povahy, viz jiz zminénou neméfitelnou podmnozinu R.

Dnes se v8ak axiom vybeéru (az na uzce vyhranéné obory) vyuziva zcela
bézné (v nékterych odveétvich matematiky dokonce natolik automaticky
a nevédomky, Ze by v nich bylo znacné obtizné oddélit ta tvrzeni, jez se

0 Néj nutné opiraji).
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Banach-Tarskeho Paradox

Na zaveér kapitoly o axiomu vybéru uvedme jeden priklad urceny spise
pro pobaveni (ale téz k tomu, abychom vidéli, Zze z axiomu, jenz nam
muze pripadat pomerné prirozeny a prakticky, vyplyvaji i velmi podivu-

hodné dusledky, odporujici nasi bezprostredni intuici):

Tvrzeni: Plnou kouli (v R?) o poloméru 1 Ize rozdélit na 5 &asti, tak, Ze

ze vzniklych casti Ize sloZit celé dvé piné koule o poloméru 1.

Podobna tvrzeni plati i pro dalsi typy teles a dimenze vétsi nez 3.

Nezkousejte to doma, nepovede se vam to! Pomoci noze takto zadné
téleso nerozdélite. Prinejmensim proto, Ze potrebné "kusy" jsou (pocho-

pitelne) Lebesgueovsky nemeritelné.



