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Proc¢ studovat matematickou logiku a teorii mnozin
objasnéni vztahu jazyka a vyznamu (syntaxe a sémantiky)

precizace klicovych matematickych pojmu: axiom, teorie, dukaz, do-

kazatelnost, model, pravdivost
teorie mnozin: axiomaticka teorie tvorici ramec moderni matematiky
zobecnéni zakladnich matematickych postupu a konstrukci

objasnéni pojmu jako kone¢nost/nekonecnost, zavedeni zakladnich

matematickych struktur

hledani mezi (bezespornost, nedokazatelnost, nerozhodnutelnost)



Vyrokova logika
V logice dusledné odliSujeme jazyk od vyznamu, tj. syntax od sémantiky,
symboly a matematické objekty, které tyto symboly oznacuiji.
Pritom syntax i s€mantiku popisujeme a studujeme obvyklymi matematic-
kymi prostredky, v pfipadé syntaxe velmi primitivnimi (prace s kone¢nymi

posloupnostmi, retézci).



Syntax vyrokové logiky

Zacneme s néjakou neprazdnou (konec¢nou nebo nekonecnou) mnozi-
nou P symbold, jejiz prvky nazyvame prvoformule, ¢i téz vyrokové pro-
ménné. Budeme je znatit A, B, C, . ..

Prvoformule predstavuiji tvrzeni, jejichz vnitrni strukturu dale nezkoumame,
zajima nas pouze jejich pravdivost/nepravdivost a logické vztahy mezi

nimi, jez zachycujeme logickymi spojkami:

= negace .heni pravda, Ze“¢Ci ,non*

V  disjunkce ~,hebo“cCi ,vel”

A\ konjunkce ,a“ci et”

— implikace Jestlize ..., pak ... “Ci ,mplikuje”
< ekvivalence ,prave (tehdy) kdyz*“



Definice: Jazyk vyrokové logiky tvori:
e |ogické spojky —, V, A\, —, <.
e pomocné symboly (zavorky) (, ).

e neprazdna mnozina P vyrokovych proménnych neboli prvoformuli

(P neobsahuje spojky ani pomocné symboly)
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Definice: Vyrokova formule nad P: Formuli ziskdme kone¢nym pocétem

uziti nasledujicich pravidel:
1) kazda vyrokova proménna A z mnoziny P je formuli

2) jsou-li vyrazy 1) formule, pak vyrazy —p, (¢ V1Y), (@ A1),
(90 — ¢)= (90 — w) jsou také formulemi

% Definice tohoto typu se nazyvaji induktivni definice.

s Analogicky definujeme pojem podformule dané formule 6 (v8echny
formule, jez pfi sestavovani 6 vznikly nebo byly uzity v krocich 1 a 2).

m Formule znac¢ime feckymi pismeny: @, ¥, ¥, x, &, . ..

v v’

vynechavat.

Ptiklady formuli: A, (AA—-A), (A — B)A(—-A — B)) < B, atp.



Ovérovani, ze néjaky vyraz vyhovuje definici formule, probiha tzv. indukci

dle slozitosti.

Pfiklad: Necht P = {A, B,C, D}.
Pak ((AV B) — =(C') je formule:

a) Vyrazy A, B a C jsou formule dle 1),
b) Vyrazy (A V B) a —(C jsou formule dle a) a 2)
c) Vyraz ((AV B) — —C) je formule dle b) a 2)

Naopak, snadno se nahlédne, ze AB, —, A — B — C, (AN) — B,

apod. formule nejsou.



Vyrokova logika — Sémantika

Prvoformule z mnoziny P ve vyrokové logice dale neanalyzujeme, jejich

pravdivost tedy musi byt dana ,.z vnéjsku”.

Mnozina pravdivostnich hodnot je mnozina {0, 1}.
Definice: Pravdivostni ohodnoceni nad P (kratce ohodnoceni) je zobra-

zenie : P — {0, 1} pfitazujici kazdé vyrokové proménné pravdivostni

hodnotu O nebo 1.

Kazdé takové zobrazeni mizeme jednoznaéné rozsifit z oboru P vyro-

kovych proménnych na obor v§ech vyrokovych formulinad P ...



... indukci dle slozitosti formule:

Definice: Pravdivostni hodnota formule ¢ pfi ohodnocenie : P — {0,1}

(znatime ple]):

1.

2.

Je-li  vyrokova proménna A, je ple] = e(A).

Je-li o tvaru =), je ple] = 1, kdyz ¢|e] = 0, jinak p|e] = 0.

. Je-liptvaru (P AD), je ple] = 1, kdyz ¢le] = ¥]e] = 1, jinak p[e] = 0.
. Je-li ptvaru (Y V1), je ple] = 0, kdyz yle] = d]e] = 0, jinak ple] = 1.

. Je-li p tvaru (v — 19), je ple] = 0, kdyz ¥]e] = 1 ade] = 0, jinak

ple] = 1.

. Je-li p tvaru (P < ), je ple] = 1, kdyz ¢ [e] = D]e], jinak ple] = 0.
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Predchozi definici mizeme strucné vyjadrit pomoci tabulky:

PO | (WAD) | (VD) | (Y —1) | (=)
00| f 0 0 1 1
01| 0 1 1 0
110l o 0 1 0 0
111 o 1 1 1 1

Jsou-li 1) a ¥ prvoformule, pfedstavuiji prvni dva sloupce véechna mozna

ohodnoceni téchto dvou prvoformuli.

Z definice je patrné, ze pravdivostni hodnota formule zavisi pouze na

ohodnoceni vyrokovych proménnych, kieré se v ni vyskytuiji.
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Terminologie:

> Formule ( je pravdivd pfi ohodnoceni ¢, je-li p|le] = 1.V opa¢ném

pripadé je pfi ohodnoceni e nepravdiva.
- Je-li ple] = 1, fikame téz, Ze e je model formule ¢ a piseme e = .

s Je-[j gp[e] = 1 pro kazdé e, fikame, zZe © je tautologie.

Piseme: = .
- Je-li ple] = 1 pro nékteré e, fikame, Ze ¢ je spinitelna (m& model).

" Neni-li © splnitelna, je nesplinitelna (nema model).
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Na zakladé definice pravdivostni hodnoty formule |ze vzdy rozhodnout,
pfi kterych ohodnocenich je dana formule pravdiva, zda je ¢i neni tauto-
logii, atd. Pro jednoduché formule Ize uzit tzv. tabulkovou metodu.

Pfiklad: Formule (B — A) V —A.

Postupné uréujeme hodnoty jednotlivych podformuli a zapisujeme je do
tabulky pravdivostnich hodnot.

Al B (B—>A) —A (BHA)\/—lA

0|0 1 1 1
0| 1 0 1 1
110 1 0 1

111 1 0 1

Vidime, ze uvedena formule je tautologie.



Nékteré dulezité tautologie:
e Zakon dvoji negace: -—A «— A
e Obména: (A — B) « (=B — —A)
e Princip sporu: =(A A —A)
e Zakon vylougeni tietiho: (A V —A)
e Tranzitivita implikace: (A — B)A (B — C)) — (A — C)
e Antisymetrie implikace: (A — B) A (B — A)) < (A <~ B)
e Komutativita konjunkce: (A A B) < (B A A)

e Komutativita disjunkce: (A V B) < (B V A)
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Asociativita konjunkce: (A A B) AC) < (AN (BAC))
Asociativita disjunkce: ((AV B)V (') < (AV (B V ()
Distributivita A vaci V: (AA (BV C)) < (AANB)V (AANC))
Distributivita V vaci A: (AV (BAC)) < ((AV B)AN(AV (C))
Vlastnost minima: (A A B) — A

Vlastnost maxima: A — (A V B)

de Morganova pravidla: =(A A B) < (mAV =B),
—(AV B) < (mAN-B)

Negace implikace: (A — B) < (A A —B),
(AVB)«~ (mA—B), (A— B)«< (mAV B)



Symbol T (pravda) chapeme jako zkratku za libovolnou tautologii, napf.
(A\/ﬂA), a | (nepravda, spor) jako zkratku za libovolnou nesplnitelnou
formuli, napt. (A A = A).

(V literature se nékdy T a L zavadéji jako nularni logické spojky.)
Pro kazdé ohodnoceni e tedy platie(T) = 1ae(L) = 0.

Plati napr. (zdkony absorpce):

TVvB~— T, TANB< DB
lvB+~— B, 1ANB«+— L.
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Na zakladé znamych tautologii a nasledujici vety Ize formule ekviva-

lentné upravovat, podobné jako se upravuji algebraické vyrazy.

Véta (o nahrazeni): Bud'te p, 1), 1) vyrokové formule a A vyrokova pro-

menna. Pak plati

1. Je-li o tautologie, pak nahrazenim vsech vyskytu vyrokove promenné

A ve formuli p formuli 1) ziskdme opét tautologii.

2. Je-li) « 1 tautologie a @' formule vznikla z o nahrazenim nékte-

rych vyskyta podformule 1) formuli ¥, pak p < ¢’ je tautologie.
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Pfiklad: Uvazujme formuli ~(=(A A —-B)V A) — C.
Upravujme postupné jeji podformule (zépis ¢ <« 1 <« 6 zde znaci
p = Pay o)

mw —(AAN-B) « (nAV -—B) < (A V B) dle de Morganova

pravidla, pravidla dvoji negace a véty o nahrazeni.
mw (2(AAN-B)VA)«— (nFAVB)VA) < (BV-A)VA) <
(BV (mAV A)) < (BV T) < T dle véty o nahrazeni a

komutativniho a asociativniho zakona pro V, a zakona absorpce.

m Pgvodni formule je tedy ekvivalentnis =T — (), coz je ekvivalentni
TVC, tedyis T.
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Mnoziny formuli:

m Rekneme, Ze mnozina formuli 7" je splnitelnd, existuje-li ohodnoceni
e takové, Ze ple| = 1 pro kazdé ¢ z mnoziny T

Piseme pak e = T' (tteme e je model T)).

m Formule ¢ je tautologickym dusledkem mnoziny formuli I°, pokud
e = p kdykolie = T'. Piseme T’ = .

Ziejmé T" |= o plati pro kazdé p € T.
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Véta (Modus ponens): p, (¢ — ) = 1.

Obecnégji, je-li T mnoZina formuli a formule p, 1) jsou takové, ze T =
aT = (¢ — ), pakT |= 1.

Véta (o dedukci): Jsou-li o, 1) vyrokové formule a ‘I’ mnozina vyroko-
vych formuli, pak

TlE o — Y pravé kdyz T, o =

Priklad: Mame ukazat, Ze
FA—-(B—-(C—D)))—(C—(B—(A—D))

Dukaz. Nékolikanasobnym uzitim véty o dedukci prevedeme ulohu na (A —
(B — (C — D))),C,B,A = D. Nékolikanasobnym uzitim pravidla Mo-
dus ponens ziskdme postupné (A — (B — (C — D))),C, B, A =
(B— (C—D)),(C—D),D. O
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Véta (o dukazu sporem): T' |= ¢ pravé tehdy kdyz? T, —p = L
(ti. kdyZ mnozina formuli’ T’ U {—¢} je nesplinitelna).

Neboli, formule plati prave tehdy, kdyz z jeji negace Ize vyvodit spor.

Véta (o rozboru pripadi): T, oV 1) |= 0 pravé tehdy kdyz T, o = 0
a soucasné T, = 0.

Neboli, je-li v predpokladu disjunkce, musime proveérit obé alternativy

zvlast a z obou musi vyplyvat zaver!



T

Veéta (o dualite): Necht © je formule neobsahujici jiné logické spojky
neZ -,V aA. Pak = —p « %, kde ©? je tzv. dudini formule k .

Ta vznikne z o nahrazenim prvoformuli jejich negacemi a nahrazenim
kazdé logické spojky 1 spojkou m pricemz A=V, Vi=Aa—?=

—,

> \étu o dualité |ze dokéazat napr. indukci dle slozitosti formule.
m Umoznuje ,zbavit se negace“na zacatku formule.
(Vime ,neni pravda, Ze ... zajima nas, ,co pravda je*.)

> Specialnim pripadem této véty jsou De Morganova pravidla.
Co s formulemi, jez obsahuji spojky —, <= ?

0 2 |mp||kaC| (A — B) |ze nahradit formuli (_IA V B)
w Pro ekvivalenci plati: =(A <« B) < (A < = B) < (A < B)
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Literdl je kazda formule tvaru A a = A pro A € ‘P. Literaly a konjunkce
resp. disjunkce dvou nebo vice literalu nazyvame konjunktivni resp. dis-
junktivni formule. Jedna se tedy o formule tvaru 1 A @2 ... A @, resp.
w1V ...V, kden > 1akazdé p; je tvaru A nebo — A pro néjaké

A € P. (Vynechavani zavorek je umoznéno asociativitou \V a A.)

Pro nekteré aplikace (napr. databaze) je vyhodné vyrokové formule pre-

vést do jistého specialniho ,normalizovaného* tvaru:

e Formule je v tzv. disjunktivnim normalnim tvaru (DNF), je-li disjunkci
konjunktivnich formuli. Napt. (A A B A =C) V (mA A B) V =D,
ale i samotné (—A A B) ¢ijen —D.

e Formule je v tzv. konjunktivnim normalnim tvaru (CNF): je-li kon-
junkci disjunktivnich formuli, napf. (AV D) A (mAV —-D) A (B V

= AV —C) (ale téz libovolna disjunktivni formule ¢&i jen literal).
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Véta (o normalnim tvaru): Ke kaZdé vyrokové formuli © existuje for-
mule 1) v DNF a formule 6 v CNF tak, Ze 1\ < @ < 0.

Dikaz. Ukazeme pouze existenci 1 (6 se najde podobné). Je-li ¢ ne-
spinitelnd, polozime 1 rovno (A A —A). Necht P = {Ay,..., A, }
obsahuje vSechny vyrokové promenné vyskytujici se ve formuli . Pro
kazdé ohodnocenie : P — {0, 1} bud 1), formule tvaru A{A. .. AN AS,
kde A¢ je A;, pokud e(A4;) = 1, jinak AS = —A;. Zifejmé je 1. spl-

néna pravé ohodnocenim e, tj. ¥.le] = 1 a ¥.[e/] = 0 pro libovoIné
ohodnoceni €' : P — {0,1}, e # €'. Bud nyni ¢ disjunkei formuli ¢,
pfislusejicich pravé tém ohodnocenim, pro néz w|e| = 1 (takové exis-

tuje aspori jedno). Pak ziejmé w|e] = 1|e| pro kazdé e a 1) je v DNF.
[

Ukol: dokaZte obdobnym zptsobem existenci formule 0 v CNF.
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V praxi je ¢asto jednodussi formuli pfevést do normalniho tvaru na za-

kladé vét o nahrazeni a o dualité a zakladnich tautologii (eliminace — a

<, distributivni zakon, atp.).

Pfiklad: Nalezeni DNF ekvivalentu formule =(A A (B V —C)) — C':
Nejprve se zbavime — a formuli pievedeme na (A A (B V —C)) Vv C.
Dale vyuzijeme distributivitu a podformuli (A A (B V —=(')) nahradime
ekvivalentni formuli ((A A B) V (A A =(C')). Celkem (po odstranéni

zavorek umoznéném asociativitou) ziskavame:
(ANB)V(AN-C)VC

AV-tvar: vyjdeme z (A A (B VvV —C')) V C a distributivnim zakonem
pro V ziskame (A V C') A (B V =C' V C). To je navic ekvivalentni
s(AVC)AN(BV T)atedyis(AVC).



O vyrokovych funkcich a logickych spojkach
Bud ‘P libovolna konecna neprazdna mnozina prvovyroku.

> Oznac¢me Ep mnozinu véech ohodnoceni nad mnozinou prvoformuli P. Zob-
razenim F' : Ep — {0, 1} fikame pravdivostni funkce (nad P).

- Kazda vyrokova formule ¢ nad P uréuje pravdivostni funkci £, : e — ¢|e].
m Rekneme, Ze obor JF vyrokovych formuli nad P je dpiny, pokud pro kazdou
pravdivostni funkci /' nad P existuje ¢ € F tak, ze F' = F,.

7 dikazu véty o normalni formeé plyne, ze obory a) vSech vyrokovych formuli,
b) formuli v DNF, ¢) formuli v CNF, jsou Uplné.

- Je-li o mnozina logickych spojek, znaci F, obor formuli, v nichz se vyskytu;i
pouze spojky z mnoZiny 0. JelikoZ (A A B) < —(—=AV =B), je obor ¢
Uplny. Z véty o dualité plyne totéZ pro Fy_, Ay.

Zaved'me binarni logickou spojku (A|B) tak, ze (A|B) < =(A A B).

Ukol: Ukazte, Ze obory formuli Fy—, _y a Fyy nad P jsou dpiné.
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Formalni metoda pro vyrokovy pocet

K vyrokovému pocCtu lze pristupovat téz tzv. formaini metodou, kdy vy-
jdeme z nékolika formuli (axiomd) a ostatni formule vyvozujeme pro-
stfednictvim formalnich dukazu na zaklade axiomu a odvozovaciho pravidla

(jimz bude pravidlo Modus Ponens).

Vyjdeme z redukovaného jazyka obsahujiciho ze spojek pouze — a —.
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Schémata axiomu vyrokoveé logiky
Vi o — (Y — o)
V2 (o= (= 0) = (9 = %) = (p — 0)
V3 (7Y — o) = (¢ — ¥)

Axiomem vyrokové logiky je kazda formule tvaru V1, V2, nebo V3, kde
@, 1, 0 jsou vyrokové formule. Konkrétni volbou formuli ¢, 1), 6 ziskame

tzv. instanci schématu V1, V2, resp. V3.

Odvozovaci pravidlo
Modus ponens — pravidlo odlou¢eni — (¢teme ,z formuli p a (¢ — )
odvod’ 1) “):
o, (¢ — 9
P
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Pojem formalniho dukazu
Je-li 1" mnozina formuli, je dikazem formule © z predpokladu 'l (i v'I')
konecna posloupnost formuli 4, ..., y, takova, ze v, = @ a pro
kazdé ¢ € {1,...,n} plati

® (; je axiom vyrokového poctu, nebo

o »; € I'(t. ©; je jeden z predpokladl, neboli axiom 1°), nebo

® (; Ize ziskat aplikaci pravidla Modus ponens na nejaké dve formule,

které v dlikazu prechazeji formuli ;. To jest, existuji 7, k < 7 tak, ze
@, je formule (@ — ;).
Existuje-li jeji dikaz formule ¢ v 1, fikdme, Ze je dokazatelna v 'I’, p¥i-
padné Ze je vétou 1" a pisSeme T - .

Je-li 1" prazdna mnozina, fikdme jen dikaz, dokazatelna (ve vyrokovém

poctu), piSeme = ¢, atp.
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Mnozina formuli 1" je bezesporna, pokud v 1’ nelze dokazat spor, tj. for-
muli 1, kde 1 je napt. =(A — A).Piseme Tt/ 1.V opatném pfipadé
je T sporna, T+ L.

Pfiklad: dokazeme formuli (A — A)

Nasledujici posloupnost formuli je jejim formalnim dukazem:

1. A= (A—A) — A) instance V1
2. (A= (A—A) —A) —

(A= (A—A) - (A—A)) instance V2
3. A= (A—A)—(A— A Modus ponens z 1),2)
4. A — (A— A) instance V1

5. (A — A) Modus ponens z 4),3)
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Uplnost vyrokového poctu

Véta (o bezespornosti a spinitelnosti): Je-li 1’ mnoZina vyrokovych

formuli, pak I’ je bezespornd pravé kdyz I’ je spinitelna.

ProC? <: staCi dokazat, ze axiomy logiky jsou tautologie a ze odvozovaci pra-
vidlo MP zachovava pravdivost. Ze splnitelné mnoziny tedy nelze dokazat spor.
=>: bezespornou mnozinu 1’ Ize rozsifit do maximalni bezesporné mnoziny
T' O T (tzv. Lindenbaumova véta), tak Ze pro kazdé o bud ¢ € T’ nebo
- € T". UkéZe se, Ze ohodnoceni e takové, Ze pro prvoformuli Ajee(A) = 1,

kdyz A € T',ae(A) = 0,kdyz = A € T, je modelem T" atedy i T.

DLZsledek (Post): Pro vyrokovou formuli © a mnozinu vyrokovych for-
muli " plati:
Tt o pravékdyz T = @
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Véta (o kompaktnosti): MnoZina 'l je spinitelna, prave kdyz kazda ko-
necna podmnoZina S C I' je splnitelna.

Neboli: existuje-li pro kazdou kone¢nou podmnozinu .S C 1" ohodnoceni
es splnujici eg = .9, pak existuje ohodnoceni e tak, ze e = T'.

Ma fadu aplikaci i mimo logiku, napf. v teorii grafu.

Dikaz. 1. Je-li T splnitelna a e = T, pak jist¢ e = S i pro kazdé
kone¢né S C T.

2. Je-li naopak 1’ nesplnitelna, je 1’ sporna dle véty o bezespornosti a
spinitelnosti. Tudiz v T existuje dikaz sporu, tj. formule =(A — A).
Bud' 1, ..., , dikaz sporu v 1" a necht .S je mnozina v8ech for-
muli z T, které se v tomto dikazu vyskytuji. Pak S C T’ je kone¢na
ap,..., P, jedikaz sporuv S. S je tedy spornd, tudiz nesplnitelna.
Jsme hotovi. []
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Predikatova logika (logika 1. radu)

Jazyk vyrokového pocCtu parametrizovala pouze mnozina vyrokovych pro-

ménnych P a jeji volba nebyla nijak zvlast podstatna.

Jazyk predikatové logiky je daleko bohatSi a volba parametru (predikato-

vych a funkénich symbolu a jejich ¢etnosti) je ¢asto klicova.

Zaklad jazyka predikatové logiky tvofri tzv. logické symboly:

e Proménné (v, v, z, T1, Ta, ..., X, 2", ...); dle potfeby jich je neo-
mezené mnoho. (Rika se téZ promé&nné pro individua &i individualni
promenne).

e Symboly pro logické spojky: —, N\, V, —, <>

e Symboly pro kvantifikatory: ¥ univerzalni (pro véechna), 3 existenéni
(existuje)

e Pomocné symboly (zavorky)



Kompletni jazyk logiky 1. radu urcuje az konkrétni volba mimologickych
symbolu:
e Funkcni symboly, kazdy se svou Getnosti (pocet argumentt) n > 0.

e Predikatové neboli relacni symboly, kazdy se svou ¢etnosti n > 0.

Mimologickych symboli muze byt konecné ale i nekone¢né mnoho.

Predikatovy symbol rovnosti, = (Cetnost 2) ma v logice specialni vyznam
a proto se nekdy zahrnujeme, na rozdil od ostatnich predikatovych sym-

bolu, mezi logické symboly. Mluvime pak o logice s rovnosti.
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Formalné:

Definice: Jazyk 1. fadu je zadan trojici L = (F,R,0), kde F a R
jsou vzajemné disjunktni mnoziny symbolu (riznych od logickych sym-
bol(l) zvanych funknéni a predikatové a o : F U R — N je zobrazeni,
pfifazujici kazdému z téchto symbolu pfirozené Cislo, které nazyvame

jeho cetnosti.

Trojici £ nazyvame struc¢né jazyk.

Symboly Cetnosti 1 nazyvame unarni, ¢etnosti 2 binarni, cetnosti 3 ter-
narni, etnosti n n-drni. Cetnosti se proto téz ika arita.

Jazyktim bez predikatovych symbolt (R = ()) se fika algebraické ja-
zyky. Jejich sémantika se studuje v algebre.

Funkcni symboly cetnosti 0 nazyvame téz konstanty. (Predikatové sym-

boly Cetnosti 0 se uzivaji zfidka, odpovidaji cca vyrokovym proménnym.)



Priklady

Teorie mnozin ma jazyk s rovnosti a jednim mimologickym symbolem €.
Piseme LM = {e}.

Teorie grup ma jazyk s rovnosti, binarnim funkcnim symbolem o a nularnim

funkénim symbolem (neboli konstantou) e. £ = {o, e}.

Jazyk aritmetiky obsahuje vedle rovnosti nasl. specialni symboly: konstantu
0, unarni operaci S (naslednik), binarni operace + (s¢itani) a - (ndsobeni)
a binarni predikat < (uspofadani). LA7 = {0, 5,4+, -, <}.

Priklad nekonecného jazyka: jazyk vektorovych prostoru nad télesem real-
nych &isel £LVR) = {0,+} U {r-; r € R}, kde O je konstanta (nulovy
vektor), 4 je binarni operace vektorového souctu a pro kazdé realné cCislo

T je v jazyce unarni funkcni symbol 7- pro nasobeni skalarem r.
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Termy a formule

Pojmy termu a formule jazyka £ definujeme induktivné.
Term je vyraz urcujici individuum. Definice:

1. kazda proménna je term

2. je-li F'n-arniaty,...,t, jsoutermy, pak F'(t1,...,t,) jeterm

3. kazdy term vznikne konecnym poctem uziti pravidel 1) a 2).

Formule vyjadruiji tvrzeni o individuich. Definice:

i) je-li P n-arni predikatovy symbol atq,...,t, jsou termy, pak

P(ty,...,t,) je (tzv. atomickd) formule

i) jsou-li ©,1) formule, jsou formulemi rovnéz vyrazy —p, (p V 1),
(e AY), (o= ), (p = ¥)

iii) je-li z proménna a  formule, jsou (V) a (3x)¢ formule.

iv) kazda formule vznikne konecnym poctem uziti pravidel i), ii), iii).
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Priklady
U binarnich predikatovych a funkénich symboll uzivdme infixni notace.
PiSeme tedy napr. (z + y) resp. + < y misto definicemi pozadovanych
+(x,y) resp. <(x,y). Z divodu lepsi Eitelnosti budeme nékdy vyne-
chavat i vnéjsi zavorky termu a formuli.

e (z-(y-2))a(x+ 5x))+ S(S0) - S(y)) jsou termy jazyka
aritmetiky £47

e S(z,y)ani (x + y + 2) nejsou termy jazyka L4

e s-(r-x)+y,kder, s € R, jeterm jazyka LV R

® r oe = ¢ oxjeformulejazyka grup o (v logice s rovnosti)
o takiéz (Vz)(Jy)(roy=e A yox =e¢)

e ~(dx)S(x) =0a(Vr)(x # 0 — (Jy)S(y) = x) jsou formule
jazyka LA pricemz t1 # t, je obvykla zkratka za ﬂ(tl = tg).
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Podtermy, podformule, vyskyty proméennych

Necht ¢ je term a ¢ formule. Pak

) podslovo s termu t, které je samo termem, nazveme podtermem

termu t,

podslovo ) formule (o, které je samo formuli, nazveme podformuli

formule ©.

ii) urcity vyskyt proménné x ve formuli ¢ nazveme vazanym, je-li sou-

Casti néjaké podformule tvaru (3x)1) nebo (V).
Vyskytum proménné x, které nejsou vazané, rikame volné.

Piiklad: Ve formuli z = x A (3x)(0 < ) jsou prvni dva vyskyty

promenné x volné, zatimco druhé dva vazané.
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i) promenna x je ve formuli ¢ volna, ma-li tam volny vyskyt a je tam

vazana, ma-li tam vazany vyskyt.

iv) Formule je otevrena, neobsahuje-li Zadny vazany vyskyt proménné.

Formule je uzavrena, neobsahuje-li Zzadny volny vyskyt promenné.

Piiklad: Ve formulixz = y A (v # 0 — (Jy)(S(y) = x)) je x jen

volna, zatimco ¥ je tam jak volna tak vazana.

Formule y # x je oteviena, zatimco (Vx)(Jy)(y # x) je uzaviena.

Formule O 4+ 0 = 0 je soucasné uzaviend i oteviena.
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Sémantika predikatové logiky

Abychom mohli formulim néjakého jazyka 1. radu ,vdechnout” vyznam,
musime nejprve urcit obor pro individualni promenné a nad nim interpre-

tovat jednotlivé mimologické symboly jazyka:

Definice: Relacni struktura M pro jazyk L sestava z neprazdné mno-

ziny individui M (zvané univerzum struktury M) a zobrazeni, které

e kazdému funkénimu symbolu F' jazyka L Getnosti n > 1 pfifazuje
funkci FM - M™ — M,

e kazdé konstanté (funkénimu symbol éetnosti 0) ¢ jazyka L prvek
Me M,

e a kazdému predikatovému symbolu P jazyka L relaci P C M™

Rikame, Ze struktura M je interpretaci jazyka L, piseme M \: L.
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Priklady struktur

Struktury zadavame zpravidla vyétem (M, FlM, F2M, ey PlM, P2M, C),
pricemz FZ-M resp. Rj\/l je funkce resp. relace odpovidajici symbolu F; resp.

R; daného jazyka.

o (R, <®) kde <® je obvykla binarni relace uspofadani redlnych &isel, je

struktura pro jazyk R

o (R, -R>, kde -X je obvykla binarni operace nasobeni realnych &isel, je
struktura pro jazyk teorie grup

o (N, SN 4N N <M kde SN(n) = n + 1 pro kazdé n € N a kde
+N, N znagi obvyklé operace scitani a nasobeni prirozenych Cisel a < N

znaci jejich obvyklé (neostré) usporadani je struktura pro jazyk LA

Nemuze-li dojit k mylce, v téchto a podobnych pripadech horni indexy zpravidla

vynechavame, symboly jazyka i jejich interpretace znacime stejné.
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Hodnota termu ve strukture

Necht struktura M s univerzem M je interpretaci jazyka £. Ohodnoce-
nim ve struktufe M rozumime zobrazeni e pfifazujici kazdé proménné

néjaky prvek e(xz) € M univerza struktury M.

Definice: Bud' t term jazyka L. Hodnota termu t ve strukture M pii
ohodnoceni ¢ je prvek t[e| (obsirné te]) mnoziny M, definovany in-
dukci dle slozitosti termu ¢:

e je-li t proménng, je tle] = e(t),

e je-littvaru F'(t1,...,t,) a FM je interpretace funkcniho symbolu
F ve struktute M, je tle] = FM(ty]e], ..., tu[e]).
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Neboli: hodnotu ¢ |e| vypocteme tak, ze dosadime za proménné konkrétni
prvky struktury M predepsané ohodnocenim e a ve strukture M na

nich ,provedeme*” predepsané operace (funkce).

V&imnéme si, ze hodnota t|e] zavisi pouze na ohodnoceni proménnych,

které se v termu ¢ vyskytuji.

Jsou-li véechny proménné vyskytujici se vtermu ¢ mezi x4, . .., x,, za-

pisujeme term ¢ nékdy jako t(z1, ..., T,).
Je-li navic e ohodnoceni apro 1 < i < n je e(x;) = m;, zapisujeme
tle] jako t(x1, ..., x, )My, ..., my], pfipadné jen t|my, ..., my).

Je-li e ohodnoceni v M am € M, znaéi e(x/m) ohodnoceni, jez
promenné x priradi m a na ostatnich proménnych je shodné s e, tj.

e(x/m)(x) =mae(x/m)(y) = e(y) pro y razné od x.
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Definice (Tarského definice pravdy): Formule ¢ je pravdiva ve strukture M

pfi ohodnoceni e (znatime M = le)), jestlize
e ( je atomicka tvaru t; = to a hodnotou 1 ]e] a ta|e] je tyz prvek M,

o ©jeatomickatvaru P(t1,...,t,)a(t1le],...,tnle]) € PM, kde PM

je relace realizujici mimologicky predikatovy symbol P v M
e  je tvaru —) a formule 1) neni v M pravdiva pfi ohodnoceni e

e yjetvaru (1) A ) obé formule 1, 6 jsou v M pfi ohodnoceni e pravdivé
... analogicky pro (¢ V 6), (¢ — 8) a (¢ < 0), jako ve vyrokové logice

e v jetvaru (V) a pro kazdy prvek m € M je formule o pravdiva v .M

pfi ohodnoceni e(x/m)

e  jetvaru (Jx)y a existuje prvek m € M tak, Ze formule ¢ je pravdiva v

M pfi ohodnoceni e(x/m)

Jinak je ¢ ve struktufe M pfi ohodnoceni e nepravdiva, piseme M = ¢lel.
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Pravdivost formule ¢ ve struktufe M pfi ohodnoceni e zavisi pouze na

ohodnoceni volnych promennych ve formuli ©.

Formule @ je spinitelnd v M, plati-li M = |e] pro néjaké ohodno-

ceni e.

Formule ¢ je pravdiva v M, plati-li M = ¢|e] pro kazdé ohodnoceni e;
piseme pak M |= ¢ a ¢teme M je model .

Pripomenme, Ze formule je uzaviena, neobsahuje-li volnou proménnou.
Uzaviené formuli se nékdy téz fika sentence. Jeji pravdivost ve strukture
nezavisi na ohodnoceni a je tedy splnitelna v .M pravé kdyz je v .M

pravdiva.

Formule @ je logicky pravdiva, je-li pravdivéa v libovolné strukture M in-

terpretujici dany jazyk. Pieme pak = .

Ptikladem takové formule v logice s rovnosti je napt. (Vx)(z = x).
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Teorie

Mnozinu formuli 7" jazyka £ nazveme teorii v jazyce L.

Presnéji: Teorii nazyvame dvojici (L, T), kde L je jazyk a1’ je mnozina
formuli v jazyce L. Znacit ji budeme ale jen symbolem 1.

Prvky mnoziny 1" nazyvame axiomy teorie I'. Struktura M interpretujici

jazyk L je modelem teorie 1" (piseme M = T), jestlize pro kazdou
formuli o € T plati M = .

Formule ¢ je logickym dusledkem I’ (piSeme I’ F ©), je-li ¢ pravdiva

v kazdém modelu teorie T'. Rikame téz, ze o vyplyvd z T.

Priklad (princip generalizace):

» E (Vz)p
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Véta (o vylouéeni tretiho): Necht M je struktura pro jazyk L a p for-
mule jazyka L. Pak

1. Jestlize M = ¢, pak M = —p.

2. Je-li o navic uzaviena, pak M = ¢ nebo M = —.

Dikaz. Je-li M = ¢, pak M = ¢|e| pro kazdé ohodnoceni e, pficemz
aspon jedno ohodnoceni e vzdy existuje, nebot M je z definice neprazdna. Pro
toto e je dle definice pravdy M = (—y)le], tudiz M = —p.

Kdyz M = o, pak M = ¢le] pro ngjaké e, tudiz M = —le]. Je-li tedy ¢

(tedy i —¢p) uzaviend, plati to nutné pfi vech ohodnocenich, &ili M = —p. O
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Ruzné teorie a jejich modely

Teorie grup v jazyce {-, e} méa axiomy:

r-(y-2)=(x-y)- 2 (asociativita)

r-e=rN\Nr=e-x (e je oboustranny neutralni prvek)

dy)(x-y=eAy-x=c¢) (ke kazdému prvku existuje prvek obou-
stranné inverzni)
Z nich napriklad jiz plyne:
Vz)(z-x =2 — x =c¢e),

(x-y=eANx-z=¢€)— z=y,atp.



— 49—

Priklady grup (tj. modell teorie grup):

e cela, racionalni, realnda, komplexni, atp. Cisla s operacemi scitani a

nulou jakozto interpretaci symbolu e

e nenulova racionalni, realna ¢i komplexni Cisla, pfip. jen kladna racio-

nalni ¢i kladna realna s nasobenim a neutralnim prvkem 1

e mnozina permutaci (bijekci) na mnozing X (napt. X = {1,...,n})
s operaci skladani zobrazeni a identickym zobrazenim jakozto neut-

ralnim prvkem

e mnozina regularnich matic s operaci nasobeni matic a jednotkovou

matici
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Osmiprvkova nekomutativni grupa kvaterniond Qg = {1,4, j, k, —1, —i, —j, —k}
(nalezena W.R.Hamiltonem). Jedna se o zobecnéni grupy {1, —1,4, —i}, kde
1 je komplexni jednotka. V kvaternionech jsou komplexni jednotky 3. Grupova
operace nasobeni je definovana néasledujici tabulkou a vztahem —1 - x =

r-(—1)=—xprox =1,J, k.

ili —k =1 i
Elk 5 —i -1

Zakladni rovnice pro kvaterniony: 12 = j°% = k? = ijk = —1.
Uplatnuji se s vyhodou vSude tam, kde se popisuje rotace a orientace objektu v

3-dimenzionalnim prostoru.
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Teorie neostrého usporadani { <} ma axiomy:

r < x (reflexivita), t < y ANy < x — x = y (slaba antisymetrie),

r<yANy<z—x < z(tranzitivita)
Linearni usporadani: navic axiomz < yVy < x
x < y uzivdme jako zkratku za formuli (x # y A x < y).
Diskrétni usporadani: ma navic axiom
(Fy)(z <y) = F)(z<yA-(32)(z <zAz<y)

ANTFY(y<z)— Ty (y<zA-(F2)(y< zAz<x)
Husté uspofadani: ma navic axiomxz < y — (Jz)(x < 2z A z < y)
Jediné usporadani, jez je soucasné husté a diskrétni je jednoprvkové.

DalSi ¢asto pridavané axiomy vyjadruji ,(ne)existuje nejvetsi’nejmensi prvek.



— 5>

DelLO: Teorie hustého linearniho usporadani bez nejmensiho a nejvetsiho prvku

DILO: Teorie diskrétniho linearniho usporadani bez nejmensiho a nejvétsiho

prvku

Definice: Teorie 1" v jazyce L je Uplna, jestlize ma model a pro kazdou formuli

© jazyka L platibud T' = @ nebo T' = —p.

Jak DelLO tak DiLO jsou Upiné teorie v jazyce {<} (pozdéji si ukaZzeme prog).

Modelem DeLO jsou napf. struktury <Q, <> Ci <]R, <>, modelem DiLO je napfr.
(Z,<).



Robinsonova aritmetika v jazyce £4" = {0, S, +, -, <} s axiomy

o 0 # S(x) e x-0=0

e S(x)=S5(y) —x=y ez -Sy)=z-y+tua
er+0=ux o r 70— (Jy)(z=5))
e r+S(y)=S5(x+vy) e r <y« (I2)(z+z=y)

Peanova aritmetika: pfidava navic nekone¢nou mnozinu axiomu, tzv. schéma

axiomu indukce. Pro kazdou formuli ¢ jazyka LAT pridame axiom:

(plz/0) A (Vo) — ¢(/5(2)))) = (Vo)p(z/S(x)).

Modelem Peanovy aritmetiky (tzv. standardnim modelem) je N (pfi ob-

vyklé interpretaci jazyka). Existuji i jiné modely, tzv. nestandardni.
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Teorie Ize zadavat téz implicitne, prikladem je tfeba teorie sentenci dané struk-

tury: kazda struktura M urCuje Uplnou teorii
Thm(M) = {p ; pjeuzavienda M | ¢}

Rikame, Ze struktury M a \ jsou elementarné ekvivalentni, jestlize v nich plati
stejné sentence, tj. Thm(M) = Thm(N). Znagime M = N.

Z Uplnosti DeLO napf. ihned plyne (Q, <) = (R, <).

Ukazeme si pozdgji, ze (Q, +) = (R, +).

Rozmyslete si, pro¢ (Q, 1) # (R, ) &i (Z,+) #Z (Q, +)



Vyjadrovani v jazycich 1. radu

Pro procvic¢eni si zkuste formulemi jazyka 1. rAdu zapsat rizné vlastnosti prvku
béznych matematickych struktur, tj. pro danou vlastnost prvkd néjaké konkrétni
struktury M zkuste nalézt formuli v daného jazyka tak, aby ¢ platila v M

praveé o prvcich s danou vlastnosti. Nékolik prikladu:

Uvazujme strukturu \/ tvofenou mnozinou pfirozenych &isel N a pfirozenymi
interpretacemi jazyka aritmetiky LAT = {0, S, 4+, -, <}, pfipadné jen urgitého
podjazyka napr. {+, } atp. Pfipomenme, Zze S je operace naslednika, inter-

pretovand funkci SN ni—sn4+ 1,n € N.

e .1 je Cislo 2*Ize vyjadfit napt. formuli z = S(5(0)), ale taktéz jen v jazyce
{<}, jako

(Fu)(Fv)(u <vAv<zAuFovAvF#zxA
Vw)(w <z — (w=xzVw=vVw=u))),
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totéZ jen v jazyce {+} pomoci s¢itani:

(Fw)(z = w+wAz # wAMy)(V2)(y+z =w — w = yVw = 2))
o ,rjesudé‘— (y)(x =1y -S(5(0))).

Lze rovnéz jen pomoci séitani: (Jy)(x = y + y).
o 1 jeliché“——(Jy)(x =y +y).
® ,xr ay jsou nesoudelna”—

(Vu)(Vo)(Vw)(u-v=x Au-w =y — u=5(0)),
atp.

Je vhodné cviceni zkusit u téchto a podobnych vlastnosti prozkoumat, které
symboly jazyka jsou pro zachyceni dané vlastnosti ve strukture N nezbytné ¢i

naopak postacuiji.
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Priklady s dalSimi jazyky:

Jazyk teorie mnozin {€}: Formule —(Jy)(y € x) stejné jako tfeba
(Vy)(y € v — y # y) vyjadtuji, Ze x je prazdna mnozina.

Jazyk Gisté rovnosti (bez mimologickych symbold): formule (V) (Vy)(z = y)
je splnéna praveé v jednoprvkovych strukturach. Jejimi modely jsou tedy prave
vdechny jednoprvkové mnoziny. TotéZ ovéem platiio formuli (dz) (Vy)(x = y).

Naopak formule (Vz)(3y)(x = y) plati v kazdé strukture.

Podobné formule (Jz1)(Jx2)(x1 # 22 A (Yy)(y = 1 Vy = x2)) je
splnéna prave ve 2-prvkovych strukturach. Analogicky lze pro kazdé n sestavit
formule ¢, resp. 1, vyjadfujici vlastnosti struktury ,mit pravé n prvki“ resp.

,mit asponn prvkua*, atp. (Zkuste si to!)
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Moznost vyjadfit uréitou vlastnost prvku struktury podstatné zavisi na volbé ja-

zyka (a interpretace).

Nékteré vlastnosti struktur v daném jazyce jednou formuli (pfipadné konecné
mnoha) vyjadfit nelze, napf. ,mit nekonecné mnoho prvku“ nelze vyjadrit v ja-
zyce Cisté rovnosti; je k tomu potfeba nekone¢na mnozina formuli T = {1, ;
n € N}.

Ne vzdy to ovSem znamena, ze to danou vlastnost nelze popsat jednou formuli
v néjakém bohatSim jazyce (napfr. jazyce usporadani <, viz dale).

Nékteré vlastnosti struktur vSak neni mozno vyjadfit ani nekone¢nou mnozinou
formuli (dokonce v Zadném jazyce 1. radu): napf. ,mit konecné mnoho prvku*
(pochopitelné aniz bychom néjak konkrétné shora omezili jejich pocet). Plati
totiz: je-li I mnozina formuli, kterd ma libovolné velké koneéné modely, ma I’

i nekone¢ny model (vyplyva z vety o kompaktnosti v predikatové logice).



_ 59—
Nahrazovani (substituce) Slovo, které vznikne ze slova (napf. termu

¢i formule) o nahrazenim v8ech vyskytd podslov oy, . . ., o, slovy G4, . .., By,

znacime

olar /B, ..., qn/0n).

Véta (o nahrazeni): a) Je-li © tautologie vyrokového poctu nad mno-
Zinou vyrokovych proménnych P = {Ay,..., A,} a6y,...,0, jsou
libovolné formule jazyka L, pak w(A1/01, ..., A, /0,) je logicky plat-
nou formuli jazyka L.

b) Je-li  je formule, 01, ...,0, néjaké jeji podformule, a 07, ...,0!
formule takové, Ze pro kazdé 1 < i < n je = 0; < 0., pak

=< (01/0y,...,00/0;)

Dukaz indukci dle slozitosti formule, ¢ast a) dale porovnanim definic

pravdivosti vyrokového a predikatoveho poctu.
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| v predikatové logice tedy muzeme formule ,upravovat” podobne, jako
se upravuji aritmetické vyrazy, tak, ze jednotlivé podformule nahrazujeme
formulemi s nimi ekvivalentnimi, pricemz takovou upravou ziskame for-

muli logicky ekvivalentni s puvodni formuli.
Uvedena véta plati pro libovolné formule.

Na uzavrené formule, jejichz pravdivost zavisi pouze na zvolené inter-
pretaci a nezavisi jiz na ohodnoceni individualnich proménnych, se navic
vztahuji vSechny obecné zakony tautologické odvoditelnosti zkoumané

ve vyrokovém poctu, napr. veta o dedukci.
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Podminka substituovatelnosti — term t je substituovatelny do formule ¢ za
promennou x, jestlize se po substituci nestane zadna promenna vyskytujici se
v t vazanou. Jinymi slovy, zadny vyskyt promenné x ve formuli 0 se nenachazi

v podformuli tvaru (V)1 nebo (Jy )1 takové, Ze y ma vyskyt v termu t.
Pfiklad: Term = + 1 neni substituovatelny za y do (3x)(x = y).

Priklad (princip specifikace): Je-li © formule a term ¢ je substituovatelny do

¢ zax,pak = (V) — o(x/t).

Napigeme-li v daldim ¢(x/t), budeme vzdy predpokladat spinéni podminky

substituovatelnosti, tj. Zze term ¢ je substituovatelny do ¢ za x.

Formuli (1 /t1, ..., 2y /t,) vznikié substituci termti 1, ..., t, za (navza-
jem ruzné) promenné x1, ..., T, Se nekdy fika instance formule ©. Instance

vyjadruje néjaky zvlastni pripad tvrzeni formule.
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Jak zajistit podminku substituovatelnosti?
Je-li to potreba, mizeme vhodné prfejmenovat vazané proménné (zis-

kame tzv. variantu).

Definice: Bezprostfedni variantou formule (V) je kazda formule tvaru
(Vy)y(z/y), kde proménna y nema v 1) zadny vyskyt.

Bezprostiedni variantou formule (3 )1 je kazda formule tvaru (Jy)y(z/y),
kde proménna y nema v ¢ zadny vyskyt.

Variantou formule ¢ je kazda formule, jez vznikne z ¢ konecnym po-
¢tem nahrazeni podformuli tvaru (V)1 & (3x)1) jejich bezprostiednimi

variantami.

Véta (o variantach): Je-li ¢’ variantou p, pak = ¢’ < .
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Zakladni prostredky dedukce v predikatovém poctu

véta o tautologiich

véty vyrokového poctu aplikované na uzavrené formule predikatového po-

Ctu, napfr. véta o dikazu sporem, o rozboru pripadu, zejména vSak

véta o dedukci: Je-li ¢ uzaviend, pak T' = ¢ — 1 pravé kdyz T, p = 1
Modus ponens: @, ¢ — ¥ =

generalizace: ¢ = (Vx)p

specifikace: = (Vx)yp — @(x/t) aspecialné = (Vx)p — ¢

adualné: = p(z/t) — (Jx)p

Véta (o dualite): Necht formule © neobsahuje jiné logické spojky neZ —, V a

A. Pak = —p <> gpd, kde gpd je tzv. dualini formule k @, ziskana z  nahraze-

nim atomickych formuli jejich negacemi, nahrazenim kazdeho kvantifika’toru Ci
spojky O symbolem 0%, kde 3% =V, V¢ = I, N4 = v, Ve = N a—% = .
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Podminka uzavrenosti formule ve vété o dedukci je velmi podstatna (pro
implikaci zprava doleva, opacna implikace plyne z pravidla Modus po-

nens, jez plati zcela obecné).
V predikatové logice jiz musime dusledné rozliSovat — a %

P¥iklad: Pravidlo generalizace nelze formulovat jako implikaci ¢ — (V).
Napft. formule z = 1 — (Vz)x = 1 totiz neplati ve struktuie (N, 1)

pfirozenych &isel pti ohodnoceni e : © +— 1.



Priklad (Zamennost stejnych kvantifikatort): Jsou-li x, 1y jediné volné

proménné ve formuli ¢, pak = (V) (Vy)p — (Vy)(Va)e.

(V) (Vy)p je uzaviend, dle véty o dedukci staci tedy dokazat:

(V) (Vy)e = (Vy) (Vo) (1)
Plati:
(Vx)(Vy)p = (Yy)p specifikace
VMy)p = @ specifikace
0 = (V) generalizace
(V) = (Vy)(Vx)p generalizace

(3) vyplyva z predchoziho a tranzitivity relace \:.
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Priklad: Jsou-li ¢ a (V)1 uzaviené, pak

= (Vz)(p — ) — (p — (Vo))

Pomoci véty o dedukci ulohu prevedeme na

(Vz) (o — ¥) E (¢ — (Vo))

a odtud dale na
(V) (e = ¥), ¢ E (V)¢

Postupné dostavame:

(V) (o — V), p F o — specifikace
o — P, =Y Modus ponens

Y = (Vo) generalizace
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Uvedené implikace ovSem plati i pro formule, které nejsou uzavrené.
Ptedpoklad uzavienosti nAm pouze umoznil aplikovat vétu o dedukci. Re-
Seni nabizi véta o konstantach, zachycujici vyznam postupu ktery pouzi-
vame v matematickém dukazu, kdyz rikame ,zvolme x libovolne, avsak

pevne...“

Véta (o konstantach): Necht cq, ..., c, jsou konstanty, které se ne-
vyskytuji ve formuli ¢ ani v Zadné z formuli z mnoZiny T'. Necht T |=
o(x1/c1,...Tn/Cpn). Pak'T = .

Smysl: konstanty, o nichz nic nepredpokladame, se chovaji jako volné

promenné.

Pouziti: na zacatku diukazu nahradime volné proménné, jejichz prfitom-
nost brani uziti véty o dedukci, novymi konstantami. Tim se formule stane

uzavrfenou. Na konci dukazu konstanty nahradime zpatky promennymi.
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Priklad: = (Vz)(Vy)p — (Vy)(Vz)yp, tentokrat bez omezeni mnoz-

stvi volnych proménnych ve .

Necht vSechny volné promenné formule ¢ jsou mezi x, y, x¢,...,%, a
necht cq, ..., ¢, jsou konstanty nevyskytujici se v ©. Z toho, co jsme
ukazali drive, plyne, ze uvedend implikace plati, dosadime-li za formuli ¢

formuli o(x1/c1, ..., %, /Cp), nebol

= (Vo) (Vy)e(r/cr, ..o an/en) — (YY) (Va)p(@i/cr, .. an/cn)
Z vety o konstantach ihned dostavame, ze to plati i pro samotné .

Pfiklad: = (Vx)(p — ) — (¢ — (Vx)), za pfedpokladu, ze x

nema ve formuli ¢ volny vyskyt.
Zcela analogicky.
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Dukaz vety o konstantach.
Necht T' = o(xz1/c1, ..., 2n/Cn). Mame ukazat, ze T' = o, Cili, ze
pro libovolnou strukturu M spliujici M |= T a libovolné ohodnoceni e

v M plati M = ¢le]. Zvolme M a e libovoIng, avéak pevné.

Na zakladé relaéni struktury M definujme relaéni strukturu N, jez je
totozna s M, li§i se pouze realizacemi konstant ¢y, . . . , ¢, pro néz plati
N

c;' = e(x;), 1 <1 < n.Specialné, neobsahuje-li formule 1) konstanty

Cly. .., Cpn,je M = pravé kdyz N = 1.

Jelikoz formule z mnozZiny 7' neobsahuji konstanty ci,...,c,, plati
N ET, tudiz N |
ovéem N = ole], nebot ¢V = e(x;). Ani o v8ak neobsahuje uve-
dené konstanty, tudiz M = ¢|e], coz bylo dokazati. O

o(x1/cy,...,xn/cy) dle predpokladu. Pak
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Aby se to nepletlo, dokonCime repertoar tvrzeni o pravdivosti tzv. vétou o zave-

deni konstant. Dokazuje se obdobné, jako véta o konstantach.

Véta (o zavedeni konstant): Necht formule z mnoziny T" ani formule @, 1
neobsahuji konstanty c1, ..., cy, a necht © nema jiné volné promenné nez

x1,...,Tyn. Necht dale
T = (Jx1)...(Jzn)ep. (2)

Jestlize T, p(x1/c1,...,xn/cn) = Y, pakT = 1.

Véta zachycuje bézné uzivany obrat: ... existuji tedy (Cisla) x, v, takova Ze ...

Oznacme jea ab. Pak ..."

Pouziti: odvodime-li existencni formuli tvaru (4), rozSifime jazyk o nové kon-
stanty a k pfedpokladim pfidame formuli (x1/c1, ..., Tn/cyn). Vyvodime-
nyni néjaké 1), jez neobsahuje nové konstanty, vyplyva toto 1) jiz z plvodni

mnoziny predpokladu.
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Piiklad: Odvodime: = (3x)(Vy)p — (Vy)(3Jx)p
Muzeme predpokladat, ze ¢ neobsahuje jiné volné promenné nez x, y.

V opacném pripadé je po zbytek dukazu nahradime novymi konstantami
a v zaveru aplikujeme vétu o konstantach.

Lze tudiZ pouzit vétu o dedukci a dokazovat pouze

(F2)(Vy)e = (Vy)(Fr)p

Bud' ¢ nova konstanta. Pak

o (Vy)p(x/c) = p(x/c) specifikace
o ... = (do)yp dudlni specifikace
o ... = (Vy)(To)p generalizace

Odtud jiz dokazovany vztah plyne dle vety o zavedeni konstant (roli mno-

ziny T' zde hraje jedina formule (3x)(Yy)p).
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P¥iklad: Pozor, opa¢né to neplati: = (Vy)(3x)p — (Jx)(Vy)e
Zvolme totiz za ¢ napr. * = y. Pak uvedena implikace neplati v zadné

strukture s alespon dvéma prvky. Je zajimavé si téz vSimnout, kde selze
pokus o dukaz vedeny stejnym zpusobem jako pro opacnou implikaci.
Dokazujeme (Vy)(3x)p = () (Vy)p. Ze specifikace plyne
(Vy)(3x)p = (Jx)p. Toto x oznatime konstantou ¢ a pokracujeme:
e p(x/c) = (Vy)p(x/c) generalizace
o (Yy)po(z/c) E (Fx)(Vy)yp dualni specifikace

Vyplyva z dokazaného dle véty o zavedeni konstant vztah

(Vy)(3r)e = (3)(Vy)e?

Ne, protoze neni splnén jeji predpoklad: formule v muze obsahovat krome
x jesté volné y! Jinymi slovy, udélali jsme chybu v tom, Ze ¢ nebyla

,konstanta®“, zavisela totiz na y.



Prenexni tvar formule
Formule je v prenexnim tvaru, je-li tvaru (Q121)(Q222) . .. (Qnxn)V,
kde 9 je oteviena formule a kazdé (); je symbol V nebo 3, (n > 0).

Bud'te o, # formule a x proménna, ktera nema volny vyskyt v 6. Pak jsou

v§echny nasledujici (tzv. prenexni’) formule logicky platné:

—(Va)p < ()¢ —(Jz)p — (V)

(0 — (Vz)p) < (Vz)(0 — ¢) (0 — (Fz)p) < (32)(0 — ¢)
(Fz)p — 0) < (Vz)(¢p — 0) ((Vx)p — 0) < (Fz)(p — 0)
OV (Vr)p) < (Vz)(@Ve) (0V(Tr)p) < ()0 V)
(0N (Vr)p) — (Vz)(@A@) (0N (Fx)p) < ()0 A )

Véta (o prenexnim tvaru): Kazda formule je logicky ekvivalentni s née-

jakou formuli v prenexnim tvaru.



Priklad: Prevedeme nasledujici formuli do prenexniho tvaru:

(Vo) (P(z) — (3y)Q(z, y)) V

Postupujeme ,zevnitr ven*

1. (P(z) = (3y)Q(x.y) — Gy)(P(x) — Qlx,y)), tedy

~(V) P(x)
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(Vo) (P(z) — (3y)Q(z,y)) « (V2)(3y)(P(z) — Q(z,y))
2. =(Vx)P(x) < (3x)—~P(x)
3. (Vo)(3y)(P(z) — Qz,y)) V (V&)= P(z) <
(V) (Fy)((P(z) — Qz,y)) vV (Vr)=P(z))
4. (P(z) — Qz,y)) V (Vz)=P(z)) <
(P(z) = Qx,y)) V (Yw)~P(w)) <
(Vw)((P(z) — Q(z,y)) V ~P(w))
5. (Vo) (P(z) — (Fy)Q(z,y)) V ~(Vr)P(z)
(V) (Fy) (Vw)((P(z) — Q(z,y)) V ~P(w))



Priklad: Vime, Ze obecné neplati

7= (Vy)(3z)e — (3z)(Vy)e.

Je-li véak o tvaru 0(y) — x(x), kde 6(y) neobsahuje  volné a x(x) neob-

sahuje y volne, implikace plati. Z prenexnich formuli totiz plyne:
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Formalni metoda pro predikatovy pocet
Hilbertovsky kalkulus

Strucné popiSeme formalni systém pro logiku 1. fadu navrzeny Davidem
Hilbertem. (Existuji i jiné formalni systémy, napf. Gentzenovsky kalkulus

zalozeny na pojmu sekventu.)

Podobné jako u vyrokového poctu, vyjdeme z nékolika formuli (axiomd)
z nichz vyvozujeme dalSi formule prostrednictvim formalnich ddkazu na

zakladé axiomu a odvozovacich pravidel Modus Ponens a generalizace.

Uzijeme redukovaného jazyka obsahujiciho ze spojek pouze —a — a
jediny kvantifikator V.

Napigeme-li formuli (3z)¢, chapeme ji jako zkratku za —(Vz)—p.
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Axiomy predikatove logiky

Zavadime je jako schémata axiomu.

Kazda z nasledujicich formuli je axiomem predikatové logiky pfi libovolné

volbé formuli ©, 1), # atermu ¢ (u P1, P2 musi ¢ a t vyhovovat uvedené
podmince):

V1) ¢ = (¥ — o)

V2) (¢ = (b = 0)) = ((¢ = ) = (¢ — 0))
V3) (m¢p — ) — (¢ — ¥)

P1) (V)(¢ — ¥) — (¢ — (Va)),

neobsahuje-li ¢ proménnou x volné

P2) (Vz)p — p(z/t),
je-li T je substituovatelny do ¢ za x
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Axiomy rovnosti
V logice s rovnosti priddvame k uvedenym axiomum jesté nasledujici

schémata axiomu charakterizujici nase chapani identity:
R1) r ==

R2) (x1:y1—>(1‘2:y2ﬁ...($n:yn—>
—>F(£Cl,...,33n) :F(ylaayn))))’
kde F' je libovolny funkéni symbol ¢etnostin > 0 a xq,...,x,,

Y1, - - -, Yn NE NUINE ruzné promenne,

R3) ($1:y1—>(x2:y2ﬁ...($k:yk—>
— (P(x1,...,25) = Py1,-..,9%))) --.)),
kde P je libovolny predikatovy symbol (véetné predikatu =) ¢etnosti

k>laxy,...,Tk Y1,...,Yr nenutné rdzné proménné



Odvozovaci pravidla

Na rozdil od vyrokového poctu jsou dvé.

Modus ponens:
p, (¢ = )

Pravidlo generalizace:

— 79—
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Dukaz v teorii
Je-li 1" teorie 1. fadu, je dukazem formule o v teorii 'l koneéna posloup-

nost formuli 1, .. ., v, jazyka teorie I’ takova, ze ¢,, = @ a pro kazdé

i€ {1,...,n} plati
® (; je axiom logiky (pfipadné rovnosti), nebo
o ; € 1 (tj. ©; je axiom teorie '), nebo
o 0, plyne z pq,...,wY; pomoci nekterého odvozovaciho pravidla

Existuje-li dikaz formule ¢ v 1, fikdme, Ze je dokazatelnd v'I’, ptipadné

ze je vetou 1" a piseme T = .

@ je dokazatelna v logice, ma-li dukaz v teorii s prazdnou mnozinou axi-

omu (v libovolném jazyce). Piseme - .
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Teorie 1" je sporna, pokud pro néjakou formuli ¢ plati 1’ = ¢ a sou¢asné

T' = —p. Jinak je T' bezesporna, neboli konzistentni .

Ve sporné teorii je dokazatelna libovolna formule
(viz nasledujici ptiklad = = — (@ — 6) dokazatelny uz ve vyrokovém

poctu).
Formule ¢ jazyka teorie I’ je:
e vyvratitelnav T’, pokud T' = —,
e nezavisla na I’, neni-li dokazatelna ani vyvratitelna

Teorie 1" je UpIng, je-li bezesporna a kazda formule jazyka I’ je bud

dokazatelna nebo vyvratitelna v 1.
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Priklad: - —p — (¢ — 0)

1. F = — (40 — —p) instance V1,
2. 2 (=0 — =) véta o dedukci (VD)
3. 7 (20 — =) — (¢ — 0) instance V3,
4. = (o — 0) MP
5. F =p — (¢ — 0) VD

Z pravé dokazaného specialné plyne - = — (o — 1) odkud Ize

pomoci VD odvodit vétu o diikazu sporem pro |:

TF@ pravekdyz T,—pF L.
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Pro Hilbertovsky kalkulus, tj. pro dokazatelnost (), plati podobna za-
kladni pravidla dedukce, jako pro pravdivost (\:), zejména véta o de-
dukci pro uzavrené formule, véta o dikazu sporem a véta o konstantach

(v jejichZ znéni nahradime symbol = symbolem F).

(Vétu o dedukci, pfipadné skryté i vétu o konstantach, jsme uzili uz v

predchozim prikladu).

Ovéreni platnosti téchto vet pro dokazatelnost se vénovat nebudeme.
Poznamenejme jen, Ze se pfi ném pochopitelné pracuje s definici dukazu

(nikoli modelu jako u =).

Napf. u véty o dedukci .0 = 1 prave kdyZz = o — 1 “jde o to, pre-
pracovat existujici diikaz 1/ z axiomu ¢ na dikaz pozadované implikace

v prazdné teorii.
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Pfiklad: Dokazeme symetrii rovnosti: = © = y — y = x. Dle véty
o konstantach pfevedeme Ulohunat ¢ = d — d = ¢, kde ¢, d jsou

konstanty.

Formuerz =y — (r = x — (r = x — y = x)) je instance
axiomu rovnosti R3, kde roli predikatu P hraje = a roli proménnych

1, T2, Y1, Y2 hraji po rade promeénné x, x, y, x. Plati tudiz:

F (Vo) (Vy)ze=y— (r=2x— (xr =2 —>y=21x))) (gener.)
F(c=d— (c=c— (c=c— d=c))) (axiom P2 a pravidio MP)
)

Fc=c (axiom R1, dale P2 a pravidlo MP
c=dFHd=c (z pfedchoziho 3x MP)
Fc=d—d=c (véta o dedukci

)
)

Fr=y—oy==x (véta o konstantach



Zakon identity

Z axiomu rovnosti dale plyne jeji tranzitivita:
v=y—(y=z—z=2
a zakon identity:

(t1=851—>(ta =82 — ... (t, =5, —
— (o1 /t1, .. xn/tn) = 0(x1/S1,. .., X0 /S0)) .. .))

kde © je libovolna formule a termy ¢4, . .., t,, resp. Sq, ..., S, jsou sub-

stituovatelné do p za xq, ..., Zy.
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Klicovovu roli hraje nasledujici véta, jeZ je analogii Postovy véty z vyro-

kového poctu.

Véta (o uplnosti a bezespornosti):

Necht I’ je teorie a © formule jejiho jazyka. Pak:
1. 1’ je bezesporna prave kdyZz ma model.

2. TF pravé kdyz T = .

Dukaz je technicky slozity, nam bude stacit vysvétilit si jeho princip.
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Princip dukazu

Implikaci = bodu 2. Ize ovérit pomérné snadno: kazdy axiom (logiky
nebo 1) plati v kazdém modelu /" a odvozovaci pravidla modus ponens a
generalizace pravdivost neporusuji. Dokazatelna tvrzeni jsou tedy prav-
diva.

Implikace <= bodu 1. plyne ihned z 2. =-.

Implikace <= bodu 2. plyne z 1. = dle véty o dukazu sporem.

Zbyva klicova implikace: bezesporna teorie ma model.

Pro danou bezespornou teorii 7' v jazyce £ musime sestrojit jeji model.

Trik: model sestrojime pfimo z (rozSiteného) jazyka teorie 1.

Jazyk postupné rozsifime tak, aby byl uzavfeny na tzv. henkinovské kon-

stanty a soucasné teorii 1’ pfidanim vhodnych axiomu zupinime...
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Priprava
A) Henkinovské rozsiteni teorie T’ v jazyce L ziskdme takto:

pro kazdou formuli ¢ jazyka L s jedinou volnou proménnou x pfiddme

do jazyka novou (tzv. henkinovskou) konstantu ¢, a dale pridame novy
axiom () — p(x/cy,).
Takto zbohacenou teorii a jazyk oznaéme T a £ . Je-li T bezesporna,

je takova il H (plyne z véty o zavedeni konstant pro dokazatelnost).
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B) Zuplnéni bezesporné teorie T je teorie T takova, 2e T C T a pro
kazdou sentenci ¢ jazyka L je bud ¢ € T', nebo - € 1. Ziskdme
je takto: v8echny formule jazyka L setadime do posloupnosti {;, }nen
(aby $lo vSéechny formule ocislovat prvky N, musi jit takto o¢islovat mno-
zina symbolu jazyka L. Neboli, mnozina symbol( jazyka £ musi byt
konecha nebo ,spocCetna“. Pro nespocetny jazyk Ize postupovat velmi
podobné, formule pak indexujeme prvky néjakého transfinitniho ordinal-
niho cisla“. K témto pojmum se vratime v teorii mnozin.) Dale vytvofime

posloupnost teorii {7}, } ,en takto:

1. 1y =1,
)
T, U{vn}, jeliT, U{p,} bezesporna,
2. Tn—l—l = <
\Tn U{—v,}, jinak.
Pak T = U,.eny 17 je (bezesporné) tpiné rozsitent teorie 1.
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C) Bud' nyni 1" bezesporna teorie v jazyce L. Teorii 1" = |, .y T

vijazyce L' = | J _ L") sestrojime takto:

neN

1. 70 =7 £0O _

2. T+ — (T(m)H, L+l (ﬁ(n))H_

Vysledkem je uplna, henkinovska teorie, tj. takova, ze pro kazdou formuli
© jazyka L' s jedinou volnou proménnou z existuje konstanta C, jazyka
L' tak, ze plati T' + (3x)p — p(x/c,). Volné feteno, vée co existuje

dokazatelné v T"), je oznaéeno néjakou henkinovskou konstantou.

V nésledujicim jiz na zakladé teorie T a mnoziny C jejich henkinovskych

konstant popi§eme konstrukci tzv. kanonické struktury M pro teorii 1.
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1. Univerzum M struktury M je mnozina M = {[t] ; t € C}, kde C' je
mnozina konstantnich term jazyka £’ a [t] = ¢ pro logiku bez rovnosti resp.
t] ={t' € C; T' -t =t} prologiku s rovnosti.

2. Predikatovy symbol P jazyka L ¢etnosti n > 0 interpretujeme relaci

PM = (([t1],. . [ta]) s [ta], s [tn] € CaT - Pt ... ta)}.

3. Funkéni symbol F' jazyka L ¢etnosti n > 0 interpretujeme funkci
FM . M™ — M, kde klademe FM ([t1], ..., [ta]) = [F(t1,...,tn)].

Korektnost téchto definic pro logiku s rovnosti vyplyva z axiomu rovnosti.

Pomérné snadno (indukci podle poCtu spojek a kvantifikatort) se nyni ovéri,
e pro kazdou formuli @ jazyka L(T") plati M = ¢ pravé kdyz ¢ € T".
Specialné M = T'. Ziskali jsme tedy model bezesporné teorie 1. Z dikazu

navic plyne, ze bezesporna teorie ve spocetném jazyce ma spocetny model.
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Poznamka: VysSe uvedena metoda nalezeni Uplného rozsiteni 1" beze-
sporné teorie 1’ slouzi v zasadé pouze jako teoreticky prostfedek. Pro-

blematicky je krok:

T, U{o.}, jeliT, U{p,} bezesporna,

Tn—i—l —
T, U{=p,}, jinak.

S vyjimkou nékterych ,krotkych“teorii bychom v praxi méli velky problém

VVVVVV

s rozSitenim 1" byt i o jedinou slozit&jsi formuli.

Lze dokazat, Zze u nékterych teorii (napfiklad uz u Robinsonovy aritme-
tiky) nedokaze v konecném ¢ase bezespornost rozhodnout ani zadny al-
goritmus bézici na idealnim pocitaCi s neomezenym mnozstvim pameti

(Turingoveé stroji).



Nasledujici véta je klicovym prostredkem pri zkoumani raznych teorii.

Véta (o kompaktnosti): Teorie I’ ma model prave kdyz kaZzda konec¢na

podteorie S C 'I' ma model.

Dikaz. Implikace zleva doprava je ziejma (model I’ je jisté modelem

libovolné kone¢né S C T).

Naopak, vyuzijeme vétu o Uplnosti a bezespornosti. Sta¢i ukazat, ze 1T’
je bezesporna. Kdyby nebyla, existoval by dikaz sporu v 1'. Ten by vy-
uzival jen néjakou kone¢nou mnoho axioml S teorie 1'. Pak by ovéem
S byla kone¢néa sporna podteorie 1’, coz neni mozné, nebot S ma dle

predpokladu model. H
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Priklad: Ma-li I libovolné velké kone¢né modely, ma nekone¢ny model
(vlastnost modelu byt konecny“ tedy nejde vyjadrit Zzadnou mnozinou

axiomu).

Dikaz. Necht C' = {c, ; n € N} je mnozina novych konstant. Teorii
T rozsitime o axiomy {c,, # ¢, ; n,m € N, n # m}. Vysledna teorie
T" mé model dle véty o kompaktnosti, nebot je-li S C T” jeji konetnéa
podteorie, obsahuji axiomy S jen kone¢né mnoho konstant ¢,,. Dosta-
tecné velky konec¢ny model M teorie I’ Ize tedy rozsifit o interpretace
konstant ¢, tak, aby M = S.

T'" ma tedy model. Ten je nutn& nekoneény, nebot interpretuje neko-
necnou mnozinu konstant C' a to nevyhnutelné navzajem rdznymi prvky.

Kazdy model 1" je v8ak sou¢asné& modelem teorie 1. O



Priklad: Z jiného soudku.

Co se stane, rozsitime-li teorii Thm((N, 0, .5, +, -, <)) (tzv. pravdiva aritmetika) do

teorie I’ pfidanim nové konstanty ¢ a axiomt {n < ¢ ; n € N}, kde n je term

S ... 5(0) (takzvany n-ty numerdl, vyjadfujici v jazyce aritmetiky pfirozené ¢islo n)?

: (0) ( y n-ty yjadiujici v jazy yp )
n-krat

Z véty o kompaktnosti plyne, ze I’ je bezesporna (jelikoz kazda kone¢na podmnozina

méa za model strukturu N, v niZ ¢ interpretujeme dostate¢né velkym pfirozenym cislem).

Modely 1" jsou tzv. nestandardni modely (pravdivé) aritmetiky. Plati v nich vSechny
pravdivé véty o pfirozenych Cislech, obsahuji v§ak prvky vétsi, nez je kazdé konkrétni
pfirozené Cislo, tzv. nestandardni prvky. Tyto prvky nelze od ostatnich prvka ,zevnitr®,
tj. prostredky jazyka 1. radu, odlisit.

Podobny trik ma velmi praktické vyuziti v tzv. nestandardnim pfistupu k matematické
analyze, pfi popisu pojmu jako je spojitost funkce a dalSich. Lze totiz takto v matema-
tice korektné zavést nekonecné velké a nekone¢né malé veliCiny, néco, s ¢im bézné
intuitivné pracovali matematici jako Newton, Leibniz, ¢i Euler, co vSak pozdéjsi gene-
race odmitli, nahradili neohrabanym kalkulem dnesni matematické analyzy, aby to bylo
na skloknu 60. let znovu privedeno na svét A. Robinsonem (a nezavisle P. Vopénkou).
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Izomorfizmus modelu

Relaéni struktury M a N pro jazyk £ jsou izomorfni, existuje-li vza-
jemné jednoznacné zobrazeni h : M — N takové, Ze pro kazdé
ai,...,a, € M,n > 0 plati:

1. pro kazdy funkéni symbol F' jazyka L je
h(FM(ay, ..., a,)) = FY(h(ay),. .., h(ay,)),
2. pro kazdy predikatovy symbol P jazyka L je {(ay,...,a,) € PY
pravé kdy? (h(ay), ..., h(a,)) € PV.

Existuje-li izomorfismus struktur M a N, ¥ikame, ze M a N jsou izo-
morfni, znagime M = N . Zfejmé plati: je-li h izomorfismus struktur M
a N, je h™! izomorfismus struktur N a M.

|lzomorfni struktury jsou de facto totozné, lisi se pouze volbou mnoziny
individui.
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Véta: Je-li h izomorfismus struktur M a N, pak pro libovolnou formuli
© s volnymi proménnymi x+, ... ,x, a pro libovolné ay,...,a, € M
plati M |= lay, ..., ay,] pravé kdyz N |= o[h(a), ..., h(ay)]".

Speciglné, je-li o sentence, je N' |= ¢ pravé kdyz M = .

"M = ¢lay,...,a,] znadi pravdivost ¢ pfi ohodnoceni pfifazujicim proménné

ziprveka;, 1 <1 <n



98

Pripomenme: Teorie sentenci struktury M je (Gplna) teorie
Thm(M) = {¢ ; ¢ je uzavienaa M = ¢}

Struktury M a N jsou elementarné ekvivalentni (znatime M = N),
jestlize Thm(M) = Thm(N).

Podobné, je-li 1" teorie, piSeme

Thm(T) = {¢ ; pjeuzavienaa T F p}.

Je-li T" tpIna teoriea M = T, je Thm(T') = Thm(M). Kazdé dva

modely uplné teorie jsou tudiz elementarné ekvivalentni.

Z predchozi véty mj. plyne:
eli M =2 N, pak M =N.

Plati i opacna implikace?



— 09—
Vsuvka o mohutnostech mnozin

Pojmem mohutnost mnoZiny se budeme podrobnéji zabyvat v teorii mnozin,

nyni tedy trochu predbéhneme.

Mnoziny X a Y maji stejnou mohutnost (piSeme X =~ Y'), existuje-li vzajemné

jednoznaéné (ij. prosté a na) zobrazeni f : X — Y. Rikame téz, z2e X m4

mohutnost mnoZiny Y . Tento vztah je symetricky, reflexivni a tranzitivni.

Existuje-li prosté zobrazeni | : X — Y, fikime Ze X m& mohutnost mensi
nebo rovnu mohutnosti Y, piseme X < Y. Jeli X X Y,ale X £ Y, ma
X (ostfe) mensi mohutnost nez Y, piSeme X < Y. Plati:Je-li X < Y a
Y < X,je X =Y (tzv. Cantorova véta).

Mnozina je konecna, pokud X ~ {k € N ; k < n}, pro ngjaké n € N, jinak
je nekonecna (tyto pojmy budeme pozdéji definovat malicko jinak, ovéem v z4&-
sadé ekvivalentné). Je-li N ~ X, je X tzv. spocetnd. Pfikladem spocetnych
mnozin jsou Z & Q. Mnozina R je nekoneéna, neni vak spocetna. Rikame, ze

je nespocetna.
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Mohutnosti nekoneénych mnozin existuje mnoho. Ke kazdé mnoziné X
Ize totiz najit Y tak, ze X < Y (atoitehdy, je-li X nekonecnd)! Neni

tedy jen jedno nekonecno.
.,
Zpatky k otazce M = N = M = N. Obecné to neplati'

Na zakladé vety o kompaktnosti |ze totiz ukazat, Zze ma-li teorie neko-
neény model, ma model libovolné nekone¢né mohutnosti vétsi néz je
mohutnost jazyka (tj. mnoziny symboll). Kazda teorie, jez ma nekonecny
model, ma tudiz neizomorfni modely (nebot ma modely raznych mohut-

nosti).

Pivodni otazku mizeme ovéem poloZit Iépe: Necht M = N/, pficemz
M =~ N.Jepakijiz M = N7?

Bohuzel, i zde je odpovéd obecné zaporna.



—101—

Kategoricke teorie
Teorie I je kategorickda v mohutnosti X, jsou-li kazdé dva modely teorie

T" mohutnosti X izomorfni.

Véta (test uplnosti): Necht' T’ nema kone¢né modely a necht M |:
1", pricemz M ma alespori mohutnost jazyka teorie I'. Je-li I’ katego-

ricka v mohutnosti M , je tplna.

Diikaz. Ukézeme, ze Thm(T) = Thm(M). Necht M = ¢, T t .
Pak T U {—p} je bezesporna a ma tedy néjaky model N/, pficemz
Ize predpokladat, ze N a M maji stejnou mohutnost (tzv. Lowenheim-
Skolemova véta, bez dikazu). Jelikoz N |= —, nejsou M a N izo-

morfni, spor s kategoricnosti. ]
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Priklad: DelLO (teorie hustého linearniho uspofadani bez nejmensiho a

nejvétsiho prvku) je Uplna.

DelLO nema konecny model nebot konecna linearni usporadani maji

nejmensi a nejvetsi prvek.
Ziejmé (Q, <) = DelLO.
DeLO je kategoricka v mohutnosti mnoziny (Q, jak nyni dokazeme.

Predné: prvky Q Ize ocislovat pfirozenymi ¢isly, mnozina Q je tedy spo-
cetna.

Jsou-li A, B dva spotetné modely teorie DeLO, A = {a, ; n € N}
a B = {b, ; n € N}, sestrojime izomorfismus jejich usporadani tzv.

,Cik-cak“ metodou, kterou znazornuje nasledujici obrazek...
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A B
h_l(bQ) -~ by
as : ¢ h(ag)
431 " | h(as)
h_1<b1) * <  b
t V1l
> ¢ h(al) — b3

a] = h_l(bg) 0
Hodnoty h definujeme prvek po prvku, kdy sfidavé vzdy nejvySe o jeden pr-
vek rozditujeme zobrazeni h a h™ 1. Jsou-li X C AaY C B koneéné
takové, ze (X, < A} >~ (Y, < B> aa € A, lze diky hustoté usporadani
(B, < B) najit prvek b € B tak, ze (X U{a}) = (Y U{b}). V nasem
pfipadé je v 2n-tém kroku X = {ag,...,an_1,h 1 (by),...h " (by_1)}
aY ={h(ag),...,h(an—1),b0,-..,bp—1}. V 2n + 1-nim kroku naopak

analogicky rozsitime h~! na b,,. O
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DLZsledek: (Q, <) = (R, <).

Dukaz. Kazda z uvedenych struktur je modelem teorie DelLO, tudiz v obou
z nich dle véty o uplnosti a bezespornosti plati vSechny sentence dokazatelné
v DeL.O, Cili

Thm(DeLO) C Thm({(Q, <)) a (3)

Thm(DeLO) C Thm((R, <)). (4)

DelLO je uplna. Uvedené inkluze tedy nemohou byt ostré; v obou pripadech

tudiz plati rovnost:
Thm(Q, <) = Thm(DeLO) = Thm(R, <).

Kdyby totiz napt. o € Thm({Q, <))—Thm(DeLO), pak = € Thm(DeLO)
z Uplnosti. Z inkluze (3) pak ovéem dostavame {¢, ~¢} C Thm((Q, <)),
spor. Analogicky pro (R, <). O
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Pfiklad: Plati (Q,+) = (R, +) = (C, +)
Nezli to dokdzeme, pripomenme, 2e vektorovy prostor nad télesem

K= (K,+%, .5 15 0K) je struktura v jazyce {+,0} U {r-;rc K}

v niz plati nasledujici axiomy teorie vektorovych prostort nad télesem K :
1. axiomy teorie grup:
r+(y+2)=(r+y)+ 2, r+0=a2N0+2 ==z,
(Ay)(x+y=0Ay+x=0)
2. komutativita: x +y =y +
3. vlastnosti ndsobeni skaldarem: pro kazdé r, s € K axiomy

(r+8s)-z2=r-2+s-2, r-(x+y)=r-x+r-y

0K .2=0, 1. 2=z, (r-Bs)-z=r (s -2
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Vsimnéme si, Ze struktury (Q, +,0,7),cq, (R, +,0,7)rc0a(C,+,0,7)rc
v nichz je pro kazdé raciondlni Cislo r dana unarni operace r- ,nasobeni racio-
nalnim ¢islem r “ jsou vektorové prostory nad télesem QQ; v8echny maji zjevné
nenulovou dimenzi (prostor nulové dimenze sestava pouze z nulového vek-
toru). Dokazeme, Ze jsou elementarné ekvivalentni. Elementarni ekvivalence
(Q,+) = (R, +) = (C, +) je specidlni pfipad pro jazyk zredukovany na +.

Staci, kdyz dokazeme, ze teorie vektorovych prostorl nenulové dimenze nad
télesem QQ je Uplna. K tomu nam opét poslouZzi test zaloZzeny na pojmu katego-

ricnosti, tentokrat ovSem vyuzijeme kategoricnosti pro nespocetné modely.



—107—

Zakladni fakta o vektorovych prostorech, ktera nejspis znate

T 2

I 2

Il 2

T 2

T 2

Kazdy vektorovy prostor V ma bazi, tj. existuje minimalni mnozina B C V'
takova, Ze kazdy nenulovy prvek v € V je linearni kombinaci néjakych

prvkl z B (z minimality plyne, Ze prvky baze jsou lin. nezavislé).

Mohutnosti baze se fika dimenze prostoru }; dimenze vektorového pro-

storu je urCena jednoznacné, tj. véechny jeho baze maji stejnou mohutnost.

Vektorové prostory stejné dimenze jsou izomorfni (libovolné vzajemne jed-

noznacné zobrazeni jejich bazi I1ze rozsirit do izomorfismu celych prostoru).

Je-li V) vektorovy prostor nad télesem (Q nenulové dimenze, je V' neko-

necna mnozina.

Je-li navic mnozina V' nespocetnd, je diky spocetnosti Q i kazda baze B
prostoru ) nespocetna (ze spocetné baze nageneru;ji linearni kombinace
s koeficienty z (Q jen spoc¢etné mnoho vektort) a ma dokonce stejnou mo-

hutnost jako V', neboli B =~ V' (objasnime pozdéji).
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DLZsledek: KaZdé dva vektorové prostory nad QQ stejné nespodetné mohut-

nosti jsou izomorfni.

Teorie vektorovych prostort nenulové dimenze nad télesem (Q je proto katego-
ricka v kazdé nespocetné mohutnosti, nema konecné modely, a je tedy Uplna

dle testu uplnosti.
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Stoji za zminku, Ze teorii vektorovych prostorti nad télesem (Q Ize axiomatizovat pouze
v jazyce {4+, 0} (pfipadné jen {4+ }) jakozto teorii tzv.
Labelovskych (1. komutativnich) divizibilnich grup bez torze*

1. axiomy teorie grup:
r+(y+z)=@@+y)+z2, x+0=zA0+z=n0,
(Fy)(z+y=0ANy+z=0)

2. komutativita:x +y =y +x

3. axiom ,beztorznosti“ pro libovolné pfirozené n > 1

r#0—z+x+...+x#0

n-krat

4. axiom divizibility: pro libovolné pfirozené n > 1

(V:U)(Ely)x:y—l—y—l—...—k;%

WV
n-krat
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Mame-li naopak dokazat, Zze dvé struktury nejsou elementarné ekviva-
lentni, staci najit sentenci, jez plati v jedné z téchto struktur, ale neplati
ve druhe.

Priklady:

1. (Q,4+) # (Z,+), nebot formule (Vz)(Jy)(x = y + y) neplati
v{(Z,+).

2. (C,-) # (R,-). V C ma totiz kazdy prvek druhou odmocninu, v R
nikoli (napf. —1), tj. formule (Vz)(Jy)(x = y - y) plati v C, ne véak
v R.

3. (Q, -, <,0) # (R, -, <,0) je podobné: v R maji pravé véechna ne-
zaporna ¢isla druhou odmocninu. V Q nema odmocninu napf. ¢islo 5.
Struktury Ize odlisit treba sentenci (Vx)(0 <z — (y)(z =y - y)).
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4. (Q, -, <) # (R, -, <) je stejné jako pfedchozi pfipad, nyni véak ne-
mame k dispozici konstantu 0. Vlastnost z = 0 Ize v8ak v uvedenych

strukturach vyjadrit pouze pomoci nasobeni treba formuli
(Vy)(y - z = 2),
cili v puvodni formuli
(Ve)(0 <z — (Fy)(z =y -y))

pouze nahradime podformuli 0 < x formuli

(A=) (V) (y -z = 2) Nz < x)

a jsme hotovi.
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Tentokrat nemame v jazyce ani usporadani, nemuzeme tedy tak snadno
vyjadrit vlastnost ,x je nezaporné“ spolecné pro obé struktury. Mizeme

to vSak vyuzit toho, Zze realna nezdporna cCisla maji odmocninu k nasledu-

jicimu triku: je-lir € R, je r? je nezaporné a ma tedy ctvrtou odmocninu

(coz je totéz, jako ze |r] mé druhou odmocninu). Toto neplati v Q napf.

pro 7 = 2. Pouzijeme tedy napt. formuli

(Vo) 3y)(z- v =y-y-y-y)
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Otazka: plati (C — {0}, ) = (Q, +)?

Nejde o pieklep. Reknéme, Ze obé struktury chapeme jako interpretace jazyka
s jednou binarni operaci o, pficemz v C — {O} tuto operaci interpretujeme jako

nasobeni komplexnich &isel a v (Q jako sc¢itani racionalnich Gisel...

Navod: ovéite, ze (C — {0}, -, 1) je abelovska divizibilni grupa bez torze.
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Timto kon¢ime exkurzi do predikatové logiky. Seznamili jsme se s

vyrokovou pravdivosti, zejm. tabulkovou metodou a normalnimi tvary for-

muli

jazykem predikatové logiky

jeji sémantikou (relacni struktury)

zakladnimi pravidly odvozovani v predikatoveé logice
principy (Hilbertova) formalniho kalkulu dokazatelnosti
vztahem sémantiky a formalni dokazatelnosti

nékterymi zakladnimi pojmy z teorie modelu (Uplnost, elementarni ekviva-

lence, kategoricnost) véetné nekolika elementarnich prikladd
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