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Kapitola 1

Uvod

Hlavnim cilem prace je studovat teorii vychézejici z Zermelo-Fraenkelovy teorie mnozin bez
regularity, navrhnutou M. Boffou v praci [6] z roku 1972. V této teorii, kterou zde nazyvame
universalni a oznacujeme zkratkou UT, je pfijetim znac¢né silné podoby negace axiomu regu-
larity — tzv. axiomu superuniversality — zarucena existence velkého mnozZstvi rozmanitych
mnozin, jejichz existence odporuje axiomu regularity, a nebyvaji proto obvykle zahrnovany
do mnozinovych univers. Jejich pfitomnost vSak diky pfijeti universalni formy axiomu vybéru
umoziuje konstrukce, které neni mozno provadét v teoriich mnozin obsahujicich axiom regu-
larity. Mezi takové konstrukce patii napr. konstrukce elementarnich vnofeni ¢i netrivialnich
automorfismil universalni tfidy. Na né€které otazky souvisejici s témito moznostmi upozornili
Ballard s Hrbackem v ¢lanku [3] publikovaném roku 1992, kde ukazuji, Ze universalni teorie
je dobrym vychodiskem pro budovani nestandardnich metod v teorii mnozin.

V této praci je vénovana pozornost predevsim tfem okruhim otézek, kterymi se podrobné
zabyvaji kapitoly 2 az 4. Prvni z nich je otazka relativni bezespornosti UT viaci ZF. Du-
kaz relativni bezespornosti podal ve shora zminéné publikaci jiz M. Boffa, ktery k nému uzil
metody forcingu. Ve druhé kapitole (zejm. odst. a predvadime dukaz uzivajici v pod-
staté jen elementarni techniky, ktery vychazi z myslenky dikazu uvedeného P. Aczelem v [I].
Prezentovana verze je oproti originalu jednodussi, ale také podstatné podrobnéjsi. Z dukazu
je navic patrné, ze universalni teorii je mozno interpretovat v libovolném rozsireni teorie ZF
bez regularity. Kromé relativni konzistence dale uvadime, ze v UT plati po relativizaci do
fundovaného jadra pravé ty véty, které jsou dokazatelné v ZFC (véta [2.4.11)).

Kapitola 3 je vénovana studiu mnozin a t¥id, invariantnich viaci grupam automorfismiu a
filtrim grup automorfismi universa mnozin. Zavadime v této souvislosti tzv. orbitalni ekviva-
lenci, do které, jak ukazujeme, nalezeji dvojice pravé téch mnozin, které 1ze na sebe zobrazit
néjakym automorfismem universa mnozin. Zasadni vyznam mé véta o orbitach , ze
které pak relativné snadno vyvozujeme fadu disledkid. Ukazujeme tak naptiklad, ze oborem
mnozZin invariantnich vi¢i grupé vsech automorfismi je fundované jadro, a téz celou radu
dalsich zobecnéni. Zabyvame se rovnéz uzavienosti obord invariantnich mnozin a tfid na
definovani.

Posledni okruh otézek se tyka vlastnosti endomorfismi universalni t¥idy, témér vyhradné
v8ak téch, které zobrazuji universalni tfidu do néjaké tranzitivni skorouniversalni tiidy W,
saturované v néjaké nespocetné kardinalité. Takova zobrazeni spolu s pfislusnou tiidou W
oznacujeme jako reflexe. Pravé reflexe umoznuji interpretaci nestandardnich pojmu v UT.
V kapitole 4 nejprve rekapitulujeme, jak lze reflexe konstruovat a jak pomoci nich mizeme



realizovat nestandardni pojmy a principy, podrobnéji se pak vénujeme tzv. jednoduchjm
reflexim; ukazujeme, Ze pojem jednoduchosti reflexe charakterizuje typ reflexi, jejichZ uni-
versum lze sestrojit jako izomorfni obraz ultramocniny universélni t¥idy (4.5.2). Dokazeme
také, Ze obor jednoduchych reflexi je uzavien na ultraprodukty a na skladani
a uvadime zptusob, jakym miZeme ziskat reflexe, které nejsou jednoduché . Dale se
zabyvame otazkou kardindlniho kolapsu (odst. , tj. zhruba otazkou ,vnéjsi“ kardinality
mnozin z nestandardnich univers, a tzv. principem kategori¢nosti, ktery (az na jista omezeni
kardinalit) tvrdi, Ze libovolné dvé internalné prezentované struktury téze mohutnosti, které
jsou elementarné ekvivalentni, jsou izomorfni. Pomoci tohoto principu se pokusime rovnéz po-
nékud osvétlit strukturu monad orbitalni ekvivalence nestandardnich pfirozenych ¢isel (tvrz.
. Zminime konec¢né i fakt, Ze oborem mnozin invariantnich vudéi elementarnim vnofenim
je mnozina dédiéné koneénych mnozin (4.6.1).

Nasledujici odstavec vénujeme zopakovani nékolika zakladnich pojmt a zavedeni oznaceni,
kterého budeme v dalsim textu uzivat.

1.1 Zakladni pojmy a definice

Vychodiskem pro nasi praci bude Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin v jazyce <€> bez axi-
omu regularity, kterou oznacime ZF-. Teorie ZF .- tak sestava z axiomt extenzionality, dvojice,
sumy, potence a nekonecna a schémat axiomu wvydéleni a nahmzemﬂ Teorii, ktera vznikne
rozsitenim ZF. o axiom vybéru budeme oznacovat ZFC.. Pfidame-li k vyse uvedenym teoriim
aziom regularity, ziskdme teorie, jez budeme, jak byva zvykem, oznacovat ZF resp. ZFC.

Pro fadu uvah bude zapotfebi uzit silné formy axiomu vybéru. K jeji formulaci je nutno
rozsifit jazyk teorie mnozin o novy unarni funkéni symbol C.

Axiom silného vybéru
(Vz)(C(x) je ordinalni ¢islo) & (Var)(a je ordinélni ¢islo = (3lz)(C(z) = «)).

Teorii v jazyce <&,C> sestavajici z axiomu teorie ZF.-, schémat vydéleni a nahrazeni (pro
formule jazyka <€,C>) a axiomu silného vybéru budeme oznacovat ZFS_. Teorii, ktera
vznikne rozsitenim ZFS- o axiom regularity, oznac¢ime ZF'S.

Budeme uzivat obvyklych konvenci pro praci s tfidami a tfidovymi termy tak, jak je tomu
napf. v uebnici [2]. V této knize 1ze nalézt rovnéz zminéné axiomy teorie ZFC, stejné jako
dalsi pojmy teorie mnozin, se kterymi budeme bézné pracovat.

Umluva 1.1.1. Pro oznaceni tiid resp. t¥idovjich proménnych budeme uzivat velkjch pis-
men. Budeme-li chtit zdlraznit, Zze néjaka tiida je mnozinou, uzijeme pro ni malého pismene.
Malych pismen budeme uzivat vyhradné pro oznaceni mnozin, resp. mnozinovych promén-
nych.

Oznaceni. Symbolem V ozna¢me tfidu v8ech mnozin (V = {z | x =z }). Tfidu V budeme
nazyvat universdalni tridou. Symbolem On oznacme t¥idu vSech ordinalnich ¢isel a symbolem
Id identickou relaci na V| tj. t¥idu { (z,z) | z = x }. Pro libovolnou t¥idu X oznac¢ime déle
symbolem €x ti{dovou relaci { (z,y) € X? | x € y}. Symbolem w budeme oznac¢ovat mno-
zinu pfirozenych ¢isel, tedy nejmensi (neprazdné) limitni ordinélni ¢islo. Budeme-li pracovat
v teorii v jazyce <&,C>, oznacime pismenem C tiidu { (z,y) | y = C(z) }.

LOtazku, které z uvedengch axiomt je mozno vynechat, ponechme stranou.



Poznamka 1.1.2. Axiom silného vybéru lze nyni formulovat tak, ze t¥ida C je vzajemné
jednoznaénym zobrazenim tiidy V na tfidu On. Je zfejmé, Ze axiom silného vybéru implikuje
axiom vybéru.

Definice 1.1.3. Rekneme, ze mnozina z je urelement, jestlize x = {x}. TFidu vSech urele-
ment budeme oznacovat Ur.

Definice 1.1.4. PoloZzme

po =0,

Pat1 = P(pa) pro kazdé a € On,

Py = U Pa  Ppro A € On limitni.
a<\

Ttidu J,con Pa Dazyvame fundované jddro a znacime WEF.
Pozorovani 1.1.5. Zrejmé plati WF N Ur = ().
Definice 1.1.6. Pro libovolné tfidy X, Y oznacime
(i) Dom(X) ={z | Jy)((z,y) € X)} definicni obor tridy X,
(ii) Rng(X) ={y | 3z)((z,y) € X)} obor hodnot tridy X,
(i) XY ={(y,2) € X |y €Y } restrikci tridy X na'Y a
(iv) X"Y ={z| 3y eY)(y,z) € X)} obraz tridy Y dany tridou X.
Definice 1.1.7. Pro libovolné relace R, .S definujeme
i) 7' ={{y,2) | (z,y) € R},
(ii) RoS={(z,2) [ Fy)((x,y) € S & (y,2) € R) }.
Rikame, ze R™! je inverzni relace k R a Ze relace R o S vznikla sloZenim relaci R a S.

Definice 1.1.8. Necht F je zobrazeni. Je-li X libovolna tfida, budeme t¥idy F”X a F~1"X
nékdy oznacovat téz F[X] a F~![X]. Rekneme, ze mnozina x je pevnym bodem zobrazeni F,
jestlize z € Dom(F) a F(z) = z. Rekneme dale, ze zobrazeni F je identické na tridé X, je-li
kazdy prvek t¥idy X N Dom(F') pevnym bodem zobrazeni F', neboli F | X C Id.

Definice 1.1.9. Je-li ddna néjaka t¥ida A a mnozina a, nechf ®A oznacuje tridu vsech zobra-
zeni mnoziny a do A.

Definice 1.1.10. Je-li R relace s defini¢nim oborem I, je vyraz
(R |iel), (1.1)

kde R; = R"{i} pro kazdé i € I, jen jingym oznacenim relace R. Rikdme také, zZe je
soubor trid (resp. soubor mnozin, je-li R; mnozina pro kazdé i € I), I je jeho indexovd trida.
Prvky I nazyvime indezy. Rekneme, Ze tiida X nalezi do souboru , jestlize pro néjaké
1 € I plati X = R;. Soubory t¥id, jejichz indexova tiida je ordinalni ¢islo budeme nazyvat
posloupnostmi tiid (resp. mnozin). Soubory, jejichz indexové t¥ida je mnozina {0,1} budeme
nazyvat dvojice.



Pfirozenym zpusobem lze nyni definovat priunik a sjednoceni souboru tiid, ¢i kartézsky
soucin souboru tiid, pro soubory, jejichz indexova t¥ida je mnozinou.

Definice 1.1.11. Necht ¢ je formule se vSemi volnymi proménnymi mezi x,x1,...,T, a
P1,-..,pn libovolné mnoziny. Rekneme, Ze t¥ida X je definovana formuli ¢ z parametrt
P1,-- -, Pn, jestlize plati

(Vx)(x € X & o(z,p1,.--,Pn))-

Rekneme déle, ze tfida X je uzaviena na definovani, jestlize kazda mnozina definovana néjakou
formuli z parametru nalezicich do X je prvkem X.

Pozorovani 1.1.12. Mnozina a je definovana néjakou formuli z parametri p1, . .., p, pravé
tehdy, kdyz existuje formule v se vSemi volnymi proménnymi mezi x,x1,...,%, takova, ze
plati

(H'm)¢($apla s ’pn) & @Z)(G»Pla s apn)

Definice 1.1.13. Bud X né&jaké mnozina. Rekneme, Ze mnozina X je centrovand ¢ centro-
vany systém, jestlize pro kazdou konecnou podmnozinu Y C X plati (Y = (.

Definice 1.1.14. Bud X tfida.
(i) Rekneme, ze X je tranzitivni, jestlize (Vz)(z € X = x C X).
(ii) Rekneme, ze X je kotranzitivni, jestlize (Vz)(z C X = x € X).
Pozorovani 1.1.15. Je-li X kotranzitivni, je WF C X.

Definice 1.1.16. Bud x libovolna mnozina. Definujme posloupnost mnozin (a,, | n € w) tak,
ze ap = T a apnt1 = Jan pro kazdé n € w. Polozme TC(z) = (J{an | n € w}. Mnozinu
TC(z) nazyvame tranzitivni obal (téz uzdvér) mnoziny x. Je-li X vlastni tfida, nazyvame
tranzitivnim obalem (uzdvérem) tridy X tiidu TC(X) = (J,cx TC({x}).

Pozorovani 1.1.17. Je-li X libovoln4 trida, je TC(X) nejmensi tranzitivni tiida obsahujici
X jako cast.

Nasledujici definice faktorizace t¥idy podle dané ekvivalence uziva axiomu silného vybéru
a je formulovana v ZFS..

Definice 1.1.18. Nechf ~ je libovolné relace ekvivalence na tiidé A. Pro kazdé x € A
ozna¢me [z~ rozkladovou tridu {y € A|x ~y} proku = podle ~. Necht 7. (x) oznacuje
ten prvek y tfidy [z]~, pro ktery je C(y) nejmensi mozné. Symbolem A/~ ozna¢me tfidu
{m~(x) | x € A}, kterd tak obsahuje pravé jeden prvek z kazdé rozkladové t¥idy ekvivalence
~. Tfidu A/~ nazveme kvocientovou (¢i faktorovou) tridou tridy A podle ~ a zobrazeni
Tt A — A/~ kvocientovgm zobrazenim tiidy A podle ~.



Kapitola 2

Universalni teorie

Universélni teorii (UT) nazyvame teorii, ktera vznikne ze ZFS. pridanim aziomu superuni-
versality. Ten asi jako prvni formuloval M. Boffa [6]. Axiom superuniversality tvrdi, Ze pro
kazdé koncové extenzionalni rozsifeni (a,r) struktury (¢, €;), kde ¢ je libovolna tranzitivni
mnozina a r C a X a, existuje tranzitivni mnozina s 2O ¢ takova, Ze struktury (a,r) a (s, Es)
jsou izomorfni, pfi¢emz tento izomorfismus je identicky na ¢t. Uvedeny axiom zarucuje exis-
tenci velké skaly neregularnich mnozin a pomoci jeho transfinitni iterace lze napt. dokazat tzv.
princip universality, ktery v uréitém ohledu zobecnuje Mostowského vétu o kolapsu. Uvidime
pozdéji, Ze axiom superuniversality v jistém smyslu postuluje zaroven homogenitu a universa-
litu universa mnozin, tj. jednak, ze libovolnou extenzionalni strukturu (a, r) mizeme izomorfné
(vzhledem k relacim 7 a €) vnofit do universa mnozin na néjakou tranzitivni mnozinu a déle,
ze libovolnou podobnost mnozin (tj. zobrazeni mezi dvéma tranzitivnimi mnozinami, které je
izomorfismem vzhledem k €) lze rozsirit do automorfismu celého universa.

Ustfednim pojmem, ktery usnadiiuje formulovani fady tvrzeni, je pojem €-struktury. Za
e-strukturu povazujeme libovolnou dvojici t¥id (A, E), kde E je izka relace na A. Je-li E navic
extenzionalni, hovofime o extenzionalni €-struktute. Zakladni definice a elementarni pozoro-
vani tykajici se €-struktur tvoii spolu axiomem superuniversality nadpli prvniho odstavce. Ve
druhém a tretim odstavci pripravujeme studiem jistych typu relaci na €-strukturach a kon-
strukci tzv. superuniversalni struktury diikaz relativni bezespornosti teorie UT viici ZF-. Ten
je pak na zakladé Riegerovy véty podrobné proveden ve ¢tvrtém odstavci pfirozenou interpre-
taci teorie UT v ZFS. pomoci superuniversalni e-struktury, sestrojené na zakladé vysledki
predchazejicich odstavct. Dikaz nami uvedeny se opird o diikaz provedeny v hrubych rysech
P. Aczelem v [I]. Zde jej zpracovavame zna¢né podrobnéji a provadime téz ur¢itd zjedno-
duseni. Teorii ZFS. lze interpretovat napf. v universu konstruovatelnych mnozin. Z tohoto
faktu jiz vyplyva relativni konzistence teorie UT vuci ZF-. Opfeme-li se navic o tvrzeni, Ze
ZF'S je konzervativnim rozsifenim ZFC, dokdzané Felgnerem v [7], uvidime, ze v UT jsou o
mnozinach z fundovaného jadra dokazatelné praveé ty véty, jez jsou dokazatelné v ZFC. Paty
odstavec vénujeme dalsim vlastnostem superuniversalnich e€-struktur, mezi néz patfi napf.
véta o izomorfismu superuniversilnich €-struktur a v poslednim odstavci upozornujeme na
jiz zminény princip universality.



2.1 Universalni teorie

Universdlni teorie UT, je teorii, kterd vznikne z ZFS_ pfidanim aziomu superuniversality.
Abychom mohli axiom superuniversality pohodlné formulovat, bude uzitecné zavést nejprve
nékolik pojmil a potfebné znaceni.

Definice 2.1.1. Rekneme, 7e binarni relace R na tiidé A je uzkd, jestlize pro kazdé x € A je
{y | y Rz } mnozina.

Definice 2.1.2. €-strukturou rozumime dvojici (A, F), kde A je libovolné tfida, nazyvana
nosic €-struktury a £ C A x A je Gzka binarni relace na t¥idé A.

Umluva 2.1.3. Na &-struktury nahlizime jako na modely (interpretace) jazyka <€> a bu-
deme je zkracené oznacovat gotickymi pismeny: 2A,B,... Jejich nosi¢e budeme v takovém
pripadé oznacovat odpovidajicimi pismeny A, B, ... a pro pfislusné binarni relace budeme
uzivat symbolid €4, €8, ... Budeme-li chtit zdtraznit, e nosi¢em e-struktury je mnozina,
uzijeme pro jeji oznaceni ve shodé s timluvou malého gotického pismene.

Definice 2.1.4. Necht 2 je e-struktura. Je-li 2 € A, oznaéme zgy mnozinu {y € A |y €4 = }.
Rekneme, 7e e-struktura A je extenziondlnd, je-li relace €4 extenzionalni, tj. plati-li

T =Y =T =Y
pro kazdé x,y € A.

Definice 2.1.5. Jsou-li 2, B c-struktury takové, ze B C A a €B= (¢4 N (B x B)), fekneme,
ze B je podstrukturou v 2 a piSeme B C 2. Naopak, je-li > €-struktura a B C A libovolna
podtiida, ozna¢me A|p €-strukturu tvofenou dvojici (B, €?), kde €= (¢4 N (B x B)).
e-strukturu 2| p nazveme kanonickou podstrukturou e-struktury 2 danou tridou B.

Definice 2.1.6. Rekneme, Ze B je tranzitivni podstruktura €-struktury 2 (znacime B < ),
pokud B C A a (Vx € B)(zy = xg). V tom pripadé fikdme rovnéz, ze A je koncové rozsireni
B.

Pozndamka 2.1.7. VSimnéme si, ze tfida T je tranzitivni pravé tehdy, kdyz je €-struktura
(T, er) tranzitivni ve (V, ev).

Definice 2.1.8. Necht 2 je libovolna €-struktura a a podmnozina A. Polozme ag = a a
an+1 = Uyzeq, Ta pro kazdé n € w. Mnozina TCy(a) = U, ¢, an je nosi¢em nejmensi tranzi-
tivni podstruktury e€-struktury 2 obsahujici mnozinu a jako ¢ast. Odpovidajici kanonickou
podstrukturu 2|, (o) Nazyvame tranzitivni obal nebo téz tranzitivni uzdvér mnoziny a v 2
a oznacujeme ji TCgy(a).

Definice 2.1.9. Bud 2 e-struktura a B C A. Je-li B vlastni tfida, poloZzme

TCq(B) = | J TCa({a})

rzeB

a TCy(B) = A1y (B)- €-strukturu TCy(B) nazyvame tranzitivni obal i tranzitivni uzdver
t¥idy B v A.

Pozorovani 2.1.10. Necht 2 je €-struktura.



(i) Je-li B C A, pak TCy(B) < .
(ii) Je-li € e-struktura, A < € a B C A, pak TCy(B) = TC¢(B).

Definice 2.1.11. Necht 2, B jsou €-struktury a F': A — B zobrazeni. Rekneme, ze
(i) zobrazeni F' je vérné, pokud pro kazdé x € A plati (F(z))s = F"xg;

(ii) F je izomorfismus €-struktur A a B, je-li vzdjemné jednoznaénym zobrazenim ti¥idy A
na B a pro kazdé z,y € A plati

v ety e Fx) € F(y);

(iii) F je automorfismus €-struktury 2, je-li B = A a F je izomorfismus €-struktur 2 a B;
(iv) F' je wnoteni €-struktury 2 do 9B, je-li prosté a vérné;

(v) e€-struktury 2 a B jsou izomorfni (znac¢ime 2A = B), jestlize existuje zobrazeni, které je
izomorfismem e-struktur 2 a ‘B.

Pozorovani 2.1.12.

(i) Zobrazeni F: A — B je izomorfismus €-struktur 2 a B pravé tehdy, je-li bijektivni a
vérné.

(i) Je-li F izomorfismus €-struktur 2 a B, je F~! izomorfismus struktur B a 2.

(iii) Je-li F' izomorfismus €-struktur 2 a B a G izomorfismus €-struktur B a €, je Go F
izomorfismus €-struktur A a €.

Pozorovéani 2.1.13. Necht F' je vnorfeni €-struktury 2 do B. Oznacme € = B|gyy (). Pak
€ <P a F je izomorfismus €-struktur 2 a €.

Na zévér pristupme k vysloveni axiomu:

Axiom superuniversality
Je-li ¢ tranzitivni mnozina a a extenzionédlni €-struktura takové, Ze (¢, €;) < a, potom
existuje tranzitivni mnoZina t’ O ¢ a izomorfismus struktur a a (', €), ktery je identicky
na mnozineé t.

2.2 Extenzivni relace a nejmensi extenzionalni kvocient

Vénujme se nyni otdzce extenzionality €-struktur a extenzivnim relacim na nich. Ziskané
vysledky v pristich odstavcich vyuzijeme pfi dtikazu relativni konzistence teorie UT vici
ZFS..

Definice 2.2.1. Bud 2 e-struktura a R relace na A. Ozna¢me R7T relaci definovanou na A
predpisem

TRy & (Vu € 29)(3v € you)(u Rv) & (Vv € yo)(Fu € z9)(u Rv).

Rekneme, zZe relace R je extenzivni na 2 pokud plati R O RT; fekneme, ze R je koextenzivni
na 2, jestlize R C R™.
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Umluva 2.2.2. Oznadeni Rt z piedchozi definice budeme uzivat i nadale, bude-li z kontextu
ziejmé o jakou e-strukturu se jedné.

Pozorovani 2.2.3. Necht 2 je e-struktura.
(i) Jsou-li R, S relace na A, pak RC S = RT C S+.
(ii) A je extenziondlni pravé tehdy, kdyz identicka relace Id [ A je extenzivni na 2.

(iii) Relace Id [ A je nejmensi reflexivni extenzivni relace na kazdé extenzionalni struktufe.

Nasim prvnim cilem bude ukazat, Ze na kazdé €-struktufe 2 existuje (vzhledem k in-
kluzi) nejmensi reflexivni extenzivni relace, o niz navic dokdzeme, Ze je koextenzivni ekviva-
lenci. Uvidime dale, ze faktorizaci struktury 2l podle této ekvivalence obdrzime extenzionalni
e-strukturu.

Lemma 2.2.4. Necht 2 je €-struktura a R libovolna relace na A. Pak plati:
(i) Pokud B <%, je (RN (B x B))T =Rt N (B x B).

(ii)) Pokud B8 < 2 a R je reflexivni a extenzivni na 2, je relace R N (B x B) reflexivni
extenzivni na B.

(iii) Je-li R symetricks, je i RT symetricka.

(iv) Je-li R tranzitivni, je i RT tranzitivni.

Dikaz. Snadné. O]

Bud nyni @ mnozinové €-struktura. Polozme k = |a| - Xo. Transfinitni indukei pies

definujme posloupnost relaci (s, | @ € k™) tak, ze:
(i) so=Td]a,
(i) sqt1 =5t proa e k™,
(iil) sx = Uger Sa Pro A € 7 limitni.

Oznacme ~q= |J,cpt Sa-

Lemma 2.2.5. Pro libovolna ordinalni ¢isla o, 8 plati:
a< B =5, C sg.

Diikaz. Staci dokézat, ze pro kazdé ordindlni ¢islo « je sq C sqi1. Je ziejmé, ze Id [ a C
C (IdJa)*, tedy so C s1. Bud ~ ordindlni ¢islo a pfedpoklddejme, Ze pro vsechna ordin4lni
¢isla oo < v plati s C Sq41. Je-li v tvaru B+ 1, pak sg C s, a podle (i) sy = sg C s;r =
= 5y41. Je-li v limitni, je s, = U5<7 sg. Pro kazdé B < ~ tak dostavame sg C sgi1 = sg C
C st = 5,41, a tedy sy =Ugery 88 C Sy41. O

Tvrzeni 2.2.6. Relace ~q je ekvivalence, ~}=~ a pro kazdou reflexivni extenzivni relaci
R na a plati
(Vz,y € a)(z ~ay = 2 Ry).
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Diikaz. Relace sy = Id [a z definice ~4 je zfejmé ekvivalence, diky (iii), (iv) jsou ekvi-
valencemi vSechny s,, a € k7, a tedy rovnéz ~4 je ekvivalence. Déle dokazeme, ze ~F=~y.
Nechtf x ~q y. Pak existuje ordinalni ¢islo a € k' takové, Ze a sq+1 b, tedy x s} y a z mono-
tonie operace T (viz. [2.2.3| (i)) aplikované na inkluzi s, C~q plyne x ~7 y. Necht naopak
z ~F y, tj. (Vu € z9)(Fv € yo)(u ~q v) & (Vo € yo)(Fu € zg)(u ~q v). Z axiomu vybéru
plyne, Ze existuji funkce f: x4 — yq @ g: Yo — x4 takové, Ze u ~q f(u) a v ~q g(v) pro kazdé
U € Tq,v € Yo Oznatme a(u) = min{a € k1 |usy f(u) } a f(v) =min{ 3 € ¥ |vsgg(v)}
Pro u € T4, U € Y4 a polozme v = sup(Rng(«) U Rng(3)). Jelikoz kT je reguldrni kardindl, je
~v € kT. Pro kazdé u € 24 a v € y, je nyni Sa(u) C Sy @ Sg) C sy, Cili usy f(u) a vsyg(v).
Plati tedy x sj y a protoze s,? = Sy41, je  ~q y. Bud konecné R libovolna reflexivni exten-
zivni relace na a. Mame ukazat, ze ~,C R; sta¢i provetit inkluzi s, € R pro kazdé o € 7.
Protoze je R reflexivni, plati so = Id [a C R. Limitni krok je zfejmy. Necht s, C R pro n&jaké
a € k7. Pak st C R podle (i), a tedy sa+1 = st C R, nebot R je extenzivni. O

Lemma 2.2.7. Jestlize b < a, pak ~p,=~q N(b X 1)
Diikaz. Plyne snadno indukei z[2.2.4] (i). O

Definice 2.2.8. Bud 2 e-struktura, jejiz nosi¢ A je vlastni tfida. Pro x,y € A polozme
x ~g y pravé tehdy, kdyz x ~rcy ({2,y)) Y-

Z definice relace ~g a predchoziho lemmatu ihned dostavame

Lemma 2.2.9. Pro kazdou €-strukturu 2 plati:
(i) z~quyue Va<A)(z,y€a=a~gy) e (Fa<A)(z,y€a & x~qay)
(ii) Je-li B < A, pak ~g=~g N(B X B)

Tvrzeni 2.2.10. Bud 2 €-struktura. Relace ~g je extenzivni a soucasné koextenzivni ekvi-
valence na A (tedy ~g=~s) a pro kazdou reflexivni extenzivni relaci R na A plati

(Va,y € A)(x ~yy = z Ry).
Dikaz. Vyplyva bezprostiedné z predchoziho lemmatu, lemmatu [2.2.4] a tvrzeni|2.2.6 O
Tvrzeni 2.2.11. Necht F je izomorfismus €-struktur 2 a B. Pak pro kazdé x,y € A plati
z gy e Fz) ~o F(y).

Diikaz. Snadno se nahlédne, Ze relace R definovand na A predpisem x Ry < F(z) ~o F(y)
je reflexivni a extenzivni, a tedy podle [2.2.10| plati x ~g y = x Ry. Opacna implikace plyne
analogickou tivahou pro F~1. O

Dusledek 2.2.12. Necht F' je vnofeni €-struktury 21 do 9B. Pak pro kazdé x,y € A plati
z oy & Fz) ~o Fy).

Diikaz. Stacisi uvédomit, ze tfida C' = Rng(F') je nosiem tranzitivni podstruktury € €-struk-
tury B, a F' je tudiz izomorfismus €-struktur A, €. O

Tvrzeni 2.2.13. Je-li A extenzionalni €-struktura, pak ~g= Id [ A.

12



Dikaz. Je-li A mnozina, vyplyva tvrzeni bezprostfedné z definice relace ~g pro mnoziny
a protoze kazda tranzitivni podstruktura extenzionalni struktury je opét extenzionalni, je
tvrzeni zrejmé i v pripadé, ze A je vlastni tfida. O

Ve zbytku odstavce pracujeme v ZFS_.

Definice 2.2.14. Necht A je e-struktura a ~ koextenzivni ekvivalence na 2. Na t¥idé A/~
definujme binarni relaci €4/~ jakozto tiidu { (r(z), 7 (y)) | z €4 y }. Dvojici (A/~, €A/™)
budeme oznacovat A/~ a nazyvat kvocientem €-struktury A podle ~.

Véta 2.2.15. Necht 2 je €-struktura a ~ koextenzivni ekvivalence na 2. Pak 2/~ je €-struk-
tura. Je-li ~ navic extenzivni na 2, je €-struktura A/~ extenzionalni.

Drtive nez pristoupime k dikazu véty [2.2.15] dokdzeme nasledujici lemma a vyslovime jeho
bezprostfedni dusledek.

Lemma 2.2.16. Necht 2 je €-struktura a ~ koextenzivni ekvivalence na 2. Kvocientové
zobrazeni 7., je surjektivnim zobrazenim t¥idy A na A/~ a pro kazdé x € A plati

{ylyet~mo(2)}={m(y) lyeta}.

Dikaz. Je zfejmé, ze m., je surjektivni zobrazeni t¥idy A na A/~. Bud tedy = € A. Inkluze

{yly eV~ no(z)} 2 m[ra]

plyne ihned z definice relace €4/~. Necht 7. (y) €/~ m.(z) pro néjaké y € A. Pak existuji
u,v € A tak, ze v €t u, v ~ y a u ~ z. Protoze ~C~1, je u ~T z, a tedy existuje
prvek z €4 z, takovy, Ze v ~ z a specidlné 7w (z) = m(v) = 7(y). Odtud dostavame
T (y) € T[Ty, ¢imZ je dokdzana i obracena inkluze. O

Dusledek 2.2.17. Je-li A e-struktura a ~ koextenzivni ekvivalence na 2, pak A/~ je
e-struktura a kvocientové zobrazeni m., je vérné.

Diikaz véty[2.2.15 Vzhledem k dusledku zbyvéa prokizat extenzionalitu 2/~ v piipadé, ze
~ je extenzivni na 2. Budiz tedy ~ extenzivni na 2l a necht (7-(z))a/~ = (7~ (y))a/~ PrO
x,y € A. Potom je podle predchoziho lemmatu 7 [zg] = 7~ [ya], odkud snadno plyne z ~* y.
Protoze ~TCn~, plati rovnéz z ~ y, a tedy 7 (z) = 7 (y). O

Dausledek 2.2.18. Je-li A €-struktura, je 2/~g extenzionalni €-struktura.

Definice 2.2.19. &-strukturu 2/~g budeme nazyvat nejmensim extenziondlnim kvocientem
€-struktury 2. Kvocientové zobrazeni 7., tiidy A podle ~g budeme dale oznacovat my.

2.3 Superuniversalni struktura

Nyni ucinime zésadni krok v dtikazu relativni konzistence axiomu superuniversality sestro-
jenim e-struktury 4, jez nam v nasledujicim odstavci poslouzi jako zéklad pro interpretaci
teorie UT v ZFS_. V celém odstavci budeme pracovat v ZFS._.

Definice 2.3.1. Rekneme, ze €-struktura 2 je silné universdlni, pokud pro kazdou tranzitivni
podstrukturu a < A a kazdé jeji koncové rozsifeni b > a existuje €-struktura ¢ a zobrazeni f
tak, ze a < ¢ < A a f je izomorfismus e-struktur b, ¢ identicky na a.
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Definice 2.3.2. e-strukturu 2 nazveme superuniversdlni, je-li extenzionalni a pro kazdou
tranzitivni podstrukturu a < 2 a kazdé jeji extenzionalni koncové rozsiteni b > a existuje
e-struktura c¢ a zobrazeni f tak, ze a < ¢ < 2 a f je izomorfismus e-struktur b, ¢ identicky
na a.

S vyuzitim axiomu silného vybéru zkonstruujeme nyni nejmensi e-strukturu ® spliujici
nasledujici podminku:

Podminka 2.3.3. Je-lia < ® a a < b pro ngjaké €-struktury a,b, pak pro kazdy prvek
x € b—a plati:
(i) (a,b,2) € D

(i) (a,b,2)p = (rxNa)U{(a,b,y) [y €zo—a}.
Vzéapéti pak prokdzeme, ze €-struktura ® je siln€ universalni a ze jeji nejmensi extenzio-

nalni kvocient je superuniversalni.

Definice 2.3.4. Zvolme pevné o¢islovani vSech mnozinovych €-struktur (a, | « € On) tak,
aby platilo:

(Va, Bo € On)(3B = fo)(ag = aq)

Pomoci transfinitni indukce definujme posloupnost e-struktur (9, | & € On) tak, ze
(1) do = ®7 EdO: (Da
(ii) je-li & € On, polozime

dot1 =doU{{a,an,2) |a<0 & a<a, &z €a,—al,
elatt = o U { ((a, a0,y), (0,00, 2) |0 <00 & 0 < a0 & T € an—a & y € Tq,— a U
U{(y,(a,aq,2)) |a<0 &a<a, &xr€a,—a&ycxg,Nal;

(iii) pro A € On limitni polozime

dy=|Jda, €P=]e™.

a<<\ a<\

Na zavér polozme D = J,con da @ €7=U,con €%

Vsimnéme si nyni, ze kazdy prvek tfidy D je uspofaddanou trojici, jejiz prvni dvé slozky
tvori mnozinové €-struktury, a ze pro libovolné ordinalni ¢islo v plati

(a,b,z)edy e (a<b) & (zeb—a) & (Fa<y)(a <o, &b =a,).

Je dobré si déle uvédomit, ze kdykoli (a,b,z) € D, plati (a,b,2) ¢ a. V opaéném pfipadé
totiz existuje nejmensi ordindlni ¢islo « takové, ze (a,b,z) € dyi1, tedy a < 0, (speciélné
a C dy), ¢ili (a,b,z) € d,. To vSak vzhledem k definici posloupnosti (3, | @« € On) a volbé
¢isla. o neni mozné — spor!

Z nasledujiciho lemmatu je mj. zfejmé, ze dvojice ® = (D, €P) tvoii €-strukturu a Ze pro
kazdé o € On plati 0, < D.

Lemma 2.3.5. Pro kazda dvé ordinalni ¢isla o, 3 takova, ze oo < 3, plati 9, < 0g.
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Diikaz. Pro libovolné ordinalni ¢islo v nejprve dokdzeme, ze 0, < 0441. Bud z € d,. Inkluze
Ty, € o, plyne piimo z definice. Naopak, je-li y el g, stadi vySetfit pifpad, kdy = =

= (a,a,,v),a <0y, a< a,av € ay— a, pficemz bud
a) ¥y =(a,a,,u) auc v, —a,

nebo
b) y € v, Na.

Protoze vsak x € d,, existuje v obou pfipadech a < 7 takové, Ze a, = a, a a < 04, tedy
y €%+t . Jelikoz €de+1Ceb, je zy, = x5 ,,. Tim je dokazano, Ze 0, < 0qy41.
Necht A je limitni ordinal. Pfedpoklddejme, Ze pro kazdé ordindlni éisla «, 8 < A plati

a< B =0, <0g.

Necht dale y < A\, x €d, ay € z. Podle definice je €M= Ua<a el a tedy existuje av < A
tak, ze y €% x € d,. Vzhledem k predpokladu je zfejmé, ze plati budto 9, < 0, nebo 0, < Vg,
a tudiz y eb z. Vidime, Ze Ty, = Ty, tedy 0, < 0. ]

Tvrzeni 2.3.6. €-struktura ® je nejmensi €-strukturou s vlastnosti[2.3.3,

Diikaz. Necht a <D, a<baxe€b—a, kde a, b jsou e-struktury. Piedné existuje ordinalni
¢islo «y takové, ze a C d. Jelikoz 0., < D, plati a < 0. Déle diky volbé ocislovani (a, | « € On)
existuje # > v tak, ze ag = b. Vzhledem k lemmatu [2.3.5| navic a < 0, a tudiz podle definice
plati (a,b,z) € dg11 C D a

<a,b,$>®= <avb7$>%’+1 = (xbﬂa)u{<a,b,y) ]yExb—a}.

Dokéazali jsme, ze €-struktura © spliiuje vlastnost [2.3.3] Je snadné nahlédnout, ze pro kazdou
e-strukturu 2 s vlastnosti|2.3.3| a kazdé ordinélni ¢islo plati 9, < 2, a tedy © < 2. O

Véta 2.3.7. c-struktura ® je silné universalni.

Diikaz. Nechf a je tranzitivni podstruktura v © a necht a < b pro néjakou e€-strukturu b.
Definujme zobrazeni f: b — D predpisem

f(x):{x T € a,

(a,b,x) r €b—a.

Vzhledem k vlastnosti [2.3.3] je ziejmé, Zze f(z) € D pro kazdé = € b. Jak jsme jiz zminili,
plati (a,b,x) ¢ a, kdykoli (a,b,z) € D, a je tedy snadné nahlédnout, ze zobrazeni f je
prosté. Z vlastnosti déle pro kazdé = € b okamzité vyplyva (f(x))o ={ f(y) |y € zp }.
Oznacime-li ¢ = D|gpg(f), dostavame specidlné ¢ < D. Zobrazeni f je piitom zfejmé izomor-
fismem e-struktur b a ¢ identickym na a. O

Ozna¢me 4 nejmensi extenzionalni kvocient €-struktury ©, tj. 44 = D/~gp. Podle véty
je U extenzionalni €-struktura.

Véta 2.3.8. c-struktura il je superuniversalni.
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Diikaz. Nechf a < 4 a a < b, kde b je extenziondlni e-struktura. Necht 7o je kvocientové
zobrazeni t¥idy D podle ~g. Z definice kvocientové t¥idy U = D/~g plyne U C D, a tedy
a C D. Polozme o’ = TCyp(a). Zfejmé o’ < D a je snadné nahlédnout, ze 7o | @’ je vérné
zobrazeni €-struktury a’ na a. Zvolme nyni pevné mnozinu d a zobrazeni gy tak, aby dNa’ = ()
a go bylo vzajemné jednozna¢né zobrazeni mnozZiny d na b — a. Oznaéme b’ = dUa’ a polozme

z ey pro z,y € d/,
ze¥ye no(x) € go(y) proz €d,yed,
go(x) €% go(y) pro z,y € d.

Dvojice (¢, €”) tvoii e-strukturu b’ a plati o/ < b’. Oznacme g = go U (mp [a'). Je ziejmé, Ze
g: b/ — b je vérné zobrazeni struktury b’ na b.

Protoze €-struktura @ je silné universalni, existuje jeji tranzitivni podstruktura ¢ < D
takovd, ze a’ < ¢ a existuje izomorfismus h €-struktur ¢’ a b’, identicky na a’. Necht ¢ oznacuje
mnozinu 7] a ¢ = Y|, Protoze a’ < ¢ <D a mp je vérné zobrazeni €-struktury D na i, je
a < ¢ < 4. Stacéi nyni ukazat, ze €-struktury ¢ a b jsou izomorfni.

h

izomorfismus l

C
Idy| | ™™ ‘p ™ la |g go
¢ b

Z a <

f=gohop

izomorfismus

Dokazme piedné, ze diky extenzionalité e-struktury b plati pro vSechna z,y € ¢

m(z) = mo(y) & g(h(z)) = g(h(y)). (2.1)

Bud R relace definovand na mnoziné b’ predpisem u Rv < g(u) = g(v). Pak z u R v
vyplyvad {g(u) | v/ € uy } = {g(v') | v € vy }, a tedy (g(u))s = (9(v))s, nebot zobrazeni
g je vérné. Jelikoz b je extenzionalni e-struktura, plyne z v R* v dokonce g(u) = g(v), tj.
u Rwv. Vidime, Ze R je reflexivni a extenzivni relace na b’. Budte nyni z,y € ¢ takové, ze
mo(x) = mo(y). Potom x ~g y, tedy i © ~¢ y a podle h(z) ~y h(y). Podle [2.2.6] je
pak h(z) Rh(y), ¢ili g(h(z)) = g(h(y))-

Necht naopak g(h(z)) = g(h(y)) pro z,y € ¢. Mame ukazat, ze mo(z) = mo(y). Pokud
9(h(z)) € a, je h(x), hly) € d’, h(x) = = a h(y) = 3, a tedy g(z) = To(z) = To(y) = 9(y).
V ptipads, 7e g(h(z)) € b — a, je h(z),h(y) € d = ¥ — a a g(h(z)) = go(h(x)) = go(h(y)) =
= g(h(y)). Zobrazeni gyoh je prosté, a tedy = = y. Odtud bezpochyby plyne i mn(x) = 1o (y).

Z axiomu vybéru vyplyva, Ze existuje zobrazeni p: ¢ — ¢’ takové, Ze pro kazdé x € c plati
mo(p(z)) = x a je-li x € a, plati p(x) = z. Na zdkladé se jiz snadno oveéri, ze zobrazeni
f: ¢ — b definované jako slozeni f = g o h o p je izomorfismem €-struktur ¢ a b identickym
na a. O
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2.4 Konzistence universalni teorie

Definice 2.4.1. Rekneme, Ze extenzionalni €-struktura 2 je plnd, pokud pro kazdou mno-
zinu a C A existuje (pravé jeden) prvek w € A tak, ze a = wg. Tento jednozna¢né uréeny
prvek pro mnozinu ¢ budeme déle znacit a2

Definice 2.4.2. Bud 2 e-struktura definovand v teorii T rozsifujici ZF-. Pomoci €-struktury
2A definujme interpretaci * jazyka <e€> v T:

(i) Za universum interpretace * zvolme t¥idu A;

(ii) jediny binarni predikat € jazyka <&> interpretujme pomoci binarni relace €4 tak, ze
pro u,v € A je u € *v & u €t v.

Interpretaci * nazyvame kanonickou 2A-interpretaci jazyka <e> v T.

Véta 2.4.3 (Rieger). Necht' 2 je iplna €-struktura v teorii T rozsitujici ZF a necht * znaci
kanonickou 2A-interpretaci jazyka <€> v T. Pak * je interpretaci teorie ZF- v T.

Dikaz. Prokazeme platnost jednotlivych axiomt teorie ZF- v interpretaci *
Axziom extenzionality. Necht u,v € A a nechf plati

(V2)(z € us zev)|

Pak ug = vg a diky extenzionalité e-struktury 2 plati v = v (tedy i (u = v)*).
Aziom dvojice. Budte u,v € A. Pak existuje prvek w = {u,v}® € A, pro ktery zfejmé
plati
(vew & uew)”

Aziom sjednoceni. Necht v € A. Ozna¢me a sjednoceni mnoziny {vy | v € ugy}. Pak
aC Aaprow=a%c A plati

[(Vz € u)(Vy € z)(y € w)]"

Aziom potence. Bud u € A. Polozme a = {b* | b€ P(ugy)} a w = a* € A. Podobné jako
v predeslych pripadech se snadno nahlédne, Ze plati

[(Vz)((Vy € 2)(y € u) = x € w)|"

Aziom nekonecna. Definujme indukei posloupnost (a, | n € w) tak, ze ap = 0 a ap11 =

= a, U{(an)*} a oznaéme a = |, ., an. Polozime-li nyni w = a® € A, plati

0 ew& (Ve ew)(zU{z} €w)”

Schéma aziomi vydéleni. Nechf u € A a necht ¢ je formule jazyka <€> s volnou promeén-
nou z a ptipadné néjakymi parametry z t¥idy A. Oznac¢me a = {v € ug | ¢*(v) } a polozme
opét w = a* € A; pak plati

[(Vz)(z e w e (zeu & p))

Schéma axiomi nahrazeni. Necht u € A a necht ¢ je formule jazyka <€> s volnymi
proménnymi x,y a piipadné néjakymi parametry z t¥idy A. Pokud

(V) (YY) (V2) (¢ & @(y/2)) =y = 2)]",
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pak podle axiomu nahrazeni existuje mnozina a takova, zZe
(Vz)(x€eae Fy)(ycuy & ye A& p*(z,y)]

Polozme w = a®. Pak
[(Vy)(y € w & (Fz € u)p]”

O]

Lemma 2.4.4. Bud 2l uplnd €-struktura definovand v ZFS. a * kanonicka 2A-interpretace
teorie ZF- v ZF'S.. Interpretaci * Ize rozsirit do interpretace teorie ZFS- v ZFS..

Diikaz. Oznaéme On® t¥idu { v € A | [u je ordinalni ¢slo]* } viech ordinélnich ¢isel ve smyslu
2-interpretace *. Je zFejmé, ze On* je vlastni tiida. V opacném piipadé by totiz existoval
prvek w € A takovy, ze wg = On?, a platilo by tudiz

[(3x)(Yy)(y je ordinalni ¢islo = y € )"

To vsak neni mozné, protoze * je podle predchozi véty interpretaci teorie ZF-.

Na zakladé axiomu silného vybéru lze tedy sestrojit formuli ¢ jazyka <€&,C> volnych
proménnych .,y reprezentujici vzéjemné jednoznacéné zobrazeni t¥idy A na tiidu On*. Roz-
§ifime-li nyni interpretaci * do interpretace jazyka <&,C> tak, Ze pro u,v € A poloZime

u=C < ¢(v,u),
ziskdme interpretaci teorie ZFS_ v ZFS_. O

Lemma 2.4.5. Kazda superuniversalni €-struktura 2{ je uplna.

Dikaz. Necht a C A. Polozme b = TCy(a). Muzeme predpokladat, Zze a # up pro kazdé
u € b, nebot v opa¢ném piipadé neni co dokazovat. Necht w je libovolnd mnozina, kterd neni
prvkem b. Na mnoziné b = bU {w} definujme binarni relaci € nésledovné

e¥=e’ U{ (u,w) |ucal.

Dvojice (¥, Gb,> tvori extenzionalni €-strukturu b’, kterd je koncovym rozsifenim €-struktury
b. Protoze 2 je superuniverséalni, existuje v € A tak, ze vy = wy = a. O

Véta 2.4.6. Teorii UT Ize interpretovat v ZFS..

Diikaz. Vime, ze €-struktura i je superuniversalni a diky predchozimu lemmatu i dplna.
Uvazujme interpretaci * teorie ZFS- v ZFS_ ziskanou rozsifenim kanonické i-interpretace
na zakladé lemmatu Staci ukazat, Ze v této interpretaci plati axiom superuniversality.
Necht ¢,a,r € U a necht plati

[t je tranzitivni mnozina & (a,r) je extenziondlni e-struktura & (¢, €;) < (a,r)]"
Oznacme t' = U] ; pak t' < Y. Definujme €-strukturu o’ takto:
(i) a' = ay,

(ii) ed'= {{u,v) | (urv)*}.
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Je jasné, ze dvojice a/ = (a/,€%) tvori extenzionalni e-strukturu, pro kterou plati ¢ < o’.

Protoze t' < 4, plyne ze superuniversality €-struktury U existence e€-struktury b’ a zobrazeni
1 tak, ze ' < b < U a fjeizomorfismus e-struktur a’ a b’, identicky na t’. Protoze b’ C U,
existuje b € U tak, ze b’ = by. Navic plati

[b je tranzitivni mnozina & t C b]*.
Pro kazdé dva prvky u,v € U oznaéme symbolem (u,v)* prvek w € U takovy, zZe
[w = (u,0)]",
a polozme na zavér f = { (u,v)* | (u,v) € f' }*. Snadno se nyni ovéf, Ze plati
[f je izomorfismus €-struktur (a,r) a (b, €) identicky na t]*
O

Poznamka 2.4.7. Relativni konzistence axiomu silného vybéru vici ZF je znama. Axiom
silného vybéru lze dokézat napiiklad v tzv. universu konstruovatelnych mnozin L, které je
modelem (interpretaci) Zermelo-Fraenkelovy teorie mnozin v kazdém rozsiteni ZF- (viz [2]).

Disledek 2.4.8. Teorie UT je konzistentni, je-li ZF_ konzistentni.
Nasledujici véta formuluje konzervativnost teorie ZF'S vuci ZFC:
Véta 2.4.9. Je-li ¢ formule jazyka <€>, pak

ZFC |- p pravé kdyz ZFS F ¢.

Dukaz véty 1ze nalézt v [7].

Definice 2.4.10. Je-li ¢ libovolna formule jazyka <€> a X tiida, nechf X oznacuje formuli,
kterd vznikne z formule ¢ omezenim vsech jejich kvantifikatortt do X; o tedy ziskdme z
¢ nahrazenim kazdé podformule formule ¢ tvaru (3x)y formuli (3z)(x € X & v) a kazdé
podformule tvaru (Vz)y formuli (Va)(z € X = 9).

Véta 2.4.11. Bud ¢ formule jazyka <€>. Pak
UT + oWF pravé kdyz ZFC - .

Diikaz. Necht ¢ je formule jazyka <€>. Pak ZFC F ¢ pravé tehdy, kdyz ZFC- + ¢WF.
Protoze v teorii UT plati vSechny axiomy teorie ZFC._, je implikace zprava doleva dokazované
ekvivalence trivialni. Pfedpokladejme, ze UT + oWF. Bud * kanonicka {-interpretace teorie
UT v ZFS.. Pak ZFS_ I (pW¥)*. Nésledujici tivahu provedeme v ZFS.:

Oznac¢me WF* t¥idu {z € U | (z € WF)*} a E restrikci relace €V na WF*. Snadno se
nahlédne, ze E je tzka, extenzionalni a fundovana relace na tiidé WF. Podle Mostowského
véty o kolapsu existuje pravé jedna tranzitivni tiida M C WF takova, ze e&-struktury
(WFY E) a (M, €)) jsou izomorfni. Snadno se nahlédne, 7e €-struktura (WFY, E) je tpln4.
Ti{da M je tedy kotranzitivni a M = WF. Vidime, ze c-struktury (WF% E) a (WF, Ewp)
jsou izomorfni.

Tedy ZFS- - oWF¥. Nyni se staci opfit o vétu abychom nahlédli, ze ZFC | . [O
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Tato véta podstatnym zptsobem zesiluje tvrzeni dusledku Kromé relativni konzis-
tence teorie UT viaci ZF- zarucuje relativni konzistenci fady dalsich rozsiteni UT. Pfesnéji
to formuluje nasledujici bezprostiedni dusledek.

Dusledek 2.4.12. Bud ¢ formule jazyka <€> takova, ze ZF-+¢ je konzistentni. Pak je
rovnéz UT+oWF konzistentni. Jestlize navic UT F (oW = ), je konzistentni i UT+.

Priklad 2.4.13. UT+GCH je relativné konzistentni vici ZF-.

Véta2.4.11] mé jesté jeden nezanedbatelny vyznam. Ukazuje totiz, Ze pro ,béznou“ mate-
matiku (nezabyvajici se detailné vnitini strukturou mnozin) neni mezi teoriemi UT a ZFC
rozdilu. Dokazeme-li tak v UT napft. né€jaké tvrzeni o redlnych cislech, bude toto tvrzeni pa-
trné platit i ve WF, a tudiz bude dokazatelné v ZFC. Tento fakt muze byt velmi uziteény
zejména tehdy, budeme-li se chtit pfi ditkazu takovych tvrzeni opfit o aparat nestandardnich
metod, ktery lze v UT vyhodné vybudovat (viz kap. .

2.5 Vlastnosti superuniversalnich €-struktur

Tvrzeni 2.5.1. Pro libovolnou extenzionalni €-strukturu 2 je ekvivalentni:
(i) 2 je superuniversalni

(ii)) Necht by, by jsou extenziondlni €-struktury takové, Ze by < by, a necht iy je vnoreni
e-struktury by do 2. Pak existuje vnoreni i9 €-struktury by do 2 takové, ze i1 C io.

(iii) Necht aq,b1,bs jsou extenzionalni €-struktury a iy izomorfismus €-struktur b; a a;.
Necht' déle plati a1 < A a by < by. Pak existuje €-struktura as a izomorfismus i
e-struktur by a as tak, ze a; < as <A a iy Cis.

Diikaz. Tvrzeni (ii) je pouhou reformulaci tvrzeni (iii), kde a; = Rng(i1) a a2 = Rng(iz). Staci
proto dokézat ekvivalenci (i)<(iii). Implikace (iii)=-(i) je zfejmé. Pfedpokladejme, Ze plati
(i). Necht jsou déany e-struktury a;, by, bg a izomorfismus i; €-struktur b; a a; a necht plati
a; < A a by < by. Zvolme libovolné prosté zobrazeni f tak, aby Dom(f) = ba — b1 a Rng(f) N
Nay = 0, a oznaéme g = f Uiy. Je zfejmé, Ze g je prosté zobrazeni definované na mnoziné
by. Polozme a = Rng(g) a €= {(g(x),g(y)) | z €2 y}. Snadno se nahlédne, Ze zobrazeni g
je izomorfismem €-struktur by a a = (a, €%) a zZe plati a; < a. Podle (i) existuje €-struktura
as a izomorfismus h €-struktur a a as identicky na mnoziné aq tak, ze a; < as < 2. Polozme
19 = h o g. Je zfejmé, Ze iy je izomorfismus €-struktur by a as a i1 C io. O

Ve zbytku tohoto odstavce budeme pracovat v ZFS..

Véta 2.5.2. Pro libovolnou extenzionalni €-strukturu 2 je ekvivalentni:
(i) A je superuniversalni.

(ii) Necht a,B jsou extenziondlni €-struktury takové, ze a < 2, a < B. Pak existuje
e-struktura € takova, ze a < € < 2, a izomorfismus F €-struktur B a € identicky
na a.

(iii) Necht b,B jsou extenziondlni €-struktury takové, ze b < 9B, a necht i je vnofeni
e-struktury b do 2. Pak existuje vnoieni I e-struktury 6 do 2 takové, ze ¢ C I.
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(iv) Necht a,b,B jsou extenzionalni €-struktury a i izomorfismus €-struktur b a a. Necht
déle plati a < A a b < B. Pak existuje €-struktura € a izomorfismus I €-struktur 5 a
Ctak, zea< <A arCI.

Dikaz. Dikaz ekvivalence poslednich tii tvrzeni je zcela analogicky dikazu predchozi véty a
obejde se, stejné jako trivialni implikace (ii)=-(i), bez pouziti silného vybéru. DokaZzeme pouze
implikaci (i)=-(ii). Nechf 2 je superuniversalni e-struktura a nechf a,B jsou e-struktury
spliujici a < A a a < B. V piipadé, Ze B je mnozina, neni co dokazovat. Necht B je vlastni
tfida. Diky axiomu silného vybéru lze B psat ve tvaru B = {u, | @ € On}. Definujme
posloupnost €-struktur (b, | « € On) nasledovné:

bO = a,
bot1 = TC%(ba U {ua})’ pro a € On,
by = %|Ua9ba, pro A € On limitni,

Potom B = [J,conba a plati a = by < ... < by < ... < B. Na zdkladé (il) mtzeme
nyni sestrojit posloupnost zobrazeni (i, | « € On) tak, aby platilo

(i) io = Id [ bo
(i) ix = Uaen fa Pro A € On limitni

(ili) iq+1 =4 pro o € On, kde ¢ je vnoreni e-struktury by41 do 2 takové, ze i, C i a C(i)
je nejmensi mozné.

Je zfejmé, ze pro kazdé a € On je i, vnofeni e-struktury b, do 2. Oznacime-li navic
I =U,contar € = Alrng(n), je I izomorfismus e-struktur B a € < A identicky na by =
= a. O

Véta 2.5.3. Kazdé dvé superuniversalni €-struktury jsou izomorfni.

Diikaz. Budte 2 a B dvé superuniversalni €-struktury. Diky axiomu silného vybéru existuji
o¢islovani tiid A, B tvaru A = {us | @« € On} a B = {v, | @ € On }. Definujme posloupnost
zobrazeni (i, | & € On) tak, aby pro kazdé o € On platilo:

(i) Dom(iy) = aq pro né&jaké a, < 2,
(ii) Rng(iq) = by pro né&jaké b, < ‘B,
(iii) 4 je izomorfismus €-struktur a, a b,.
(iv) uq € aa+1, Vo € bati,
(v) ig C iq, pro kazdé § < o

Polozme iy = (). Je zfejmé, Ze iy vyhovuje podminkdm (i)—(v). Je-li jiz definovano zobrazeni
i 8 vlastnostmi (i)—(v), ozna¢me b/, = TCgxp(bo U {v4}). Pak b, < b/, a i ! je izomorfismus
e-struktur b, a a,. Podle[2.5.1] (iii) tudiz existuje €-struktura a, a izomorfismus j, €-struktur
b/, a a, tak, Ze a, < o, <A aij! C j,. Zobrazeni j,! je jisté izomorfismem €-struktur a,
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a b,. Polozme a1 = TCy(al, U {ua}). Pak al, < an11 a opétovnou aplikaci tvrzeni [2.5.1]
(iii) ziskdme €-strukturu b,y 1 takovou, Ze b’, < boy1 < B, a izomorfismus iny1 2 ji! D ia
e-struktur an4+1 a byy1. Snadno se ovéri, Ze iq4+1 splituje podminky (i)—(v). Je-li A limitni
ordindl a jsou-li jiz sestrojena zobrazeni i, pro a < A, staci polozit iy = [, ia-
Transfinitni rekurzi jsme pravé sestrojili posloupnost zobrazeni (i, | « € On) spliiujicich
podminky (i)—(v). Necht I = {J,con ta- Z (v) plyne, ze I je zobrazeni a podle (iv) je Dom([) =
= A a Rng(]) = B. Podminky (i),(ii),(iii) navic zarucuji, Ze zobrazeni I je izomorfismem
e-struktur A a 8. O

2.6 Princip universality

V universélni teorii tvofi universum mnozin (V, €y) superuniversélni €-strukturu, a je tedy
podle izomorfni kazdé superuniversalni €-strukture v UT. Vime navic, Ze superuniver-
salni e-strukturu lze zkonstruovat v libovolném rozsiteni ZFS. a ze kazda superuniversalni
e-struktura je interpretaci teorie UT. Studium vlastnosti superuniversalnich struktur Ize tak
omezit na studium vlastnosti universa mnozin v teorii UT. V8echna tvrzeni pfedchoziho od-
stavce muZzeme v UT formulovat i pro universum mnozin. Z duvodu stru¢nosti tak u¢inime
jen v pripadé nasledujici véty. Od této chvile budeme pracovat pouze v UT.

Véta 2.6.1. Necht t je tranzitivni mnozina a 2 extenziondlni €-struktura takova, ze plati
(t,€¢) < A. Potom existuje tranzitivni tfida T' D t a izomorfismus F €-struktur A a (T, €7),
ktery je identicky na t.

Diikaz. 7 axiomu superuniversality bezprostfedné vyplyva, ze €-struktura (V, €y) je super-
universélni. Dokazovana véta je tudiz diisledkem [2.5.2] (ii). O

Zvolime-li v predchozi vété ¢t = (), ziskdme nasledujici dusledek, ktery nékdy nazyvame
principem universality.

Dusledek 2.6.2 (Princip universality). Pro kazdou extenzionalni €-strukturu 2 existuje
tranzitivni trida T tak, ze A = (T, 7).

Princip universality je zobecnénim existencéni ¢asti Mostowského véty o kolapsu. Na rozdil
od ni nepozaduje, aby relace € byla fundovana. Pochopitelné zde neni zarucena jednoznaé-
nost, tedy to, ze tiida T je jedinou tranzitivni tfidou, ktera spolu s prislusnou restrikei relace
€v tvori e-strukturu izomorfni 2A. V ukézeme, ze princip universality je slabsi tvrzeni
nez axiom superuniversality.

2.7 Priklady a poznamky

Poznamka 2.7.1. Konzistenci universalni teorie dokazal jako prvni M. Boffa [6]. Pomoci me-
tody forcingu (za predpokladu konzistence ZF') ukézal, Ze existuje model teorie mnoZin s axi-
omem silného vybéru, ve kterém lze sestrojit superuniversalni €-strukturu. E]

7 dikazu konzistence, ktery je uveden v této kapitole, mj. vyplyvéa, Ze superuniversalni
e-strukturu lze sestrojit v kazdém modelu ZFS_, a metody forcingu tudiz neni tieba.

V universalni teorii 1ze ziskat tranzitivni t¥idy, které jsou modely fady zajimavych rozsifeni
teorie mnozin bez regularity.

! Téze metody lze uzit i k dikazu véty
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Priklad 2.7.2. Bud 2 Gplné €-struktura a ~ koextenzivni relace na 2. Pak €-struktura 20/~
je rovnéz uplna.

Poznamka 2.7.3. Uvazujme néjakou extenzivni a koextenzivni ekvivalenci ~ na (V,ev).
Podle a predchoziho piikladu je (V,€vy)/~ extenzionalni Gplnd €-struktura a podle
principu universality existuje tranzitivni tfida X takovd, ze (X, ex) = (V,ev)/~.
Vhodnou volbou ekvivalence ~ mutizeme takovymto zptisobem obdrzet interpretace fady zaji-
mavych neregularnich teorii. Mezi takové teorie patii napf. né€které z téch, kterymi se zabyvaji
publikace [1] a [4].

Priklad 2.7.4. Z principu universality vyplyva, ze Ur je vlastni tfida. Dvojice (V,1Id) totiz
tvofi e-strukturu a je-li T' tranzitivni t¥ida takova, ze (T, €r) = (V,1d), pak T' C Ur.
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Kapitola 3

Automorfismy a obory
invariantnich trid

Hlavnim cilem je studovat obory mnozin resp. t¥id, invariantnich vi¢i grupdm automorfismi
resp. filtrim grup automorfismi €-struktury (V,€v). Pojem grupy automorfismi zachy-
cujeme pomoci pojmu oblasti podobnosti, pfiCemz podobnostmi nazyvame urcité fragmenty
automorfismt, ziskané jejich zizenim na néjakou tranzitivni mnozinu; soustfedime se tak na
ty grupy, které jsou dany tfidou mnozinovych fragmentt automorfismd, tvoricich uvazovanou
grupu. Obdobné, misto o filtrech grup automorfismt, mluvime o filtrech (resp. jen béazich
filtr) oblasti podobnosti.

Zakladnim oborem invariantnich mnozin je obor FIX g téch mnozin, které jsou invariantni
vzhledem k oblasti S podobnosti, tj. takovych, ze f(z) = z pro kazdé f € S takové, ze
x € Dom(f). Muzeme na néj hledét jako na obor mnozin, jejichz rozkladova tfida v tzv.
S-orbitdlni ekvivalenci (piirozené indukované oblasti S) je jednoprvkova; rozkladové t¥idy
S-orbitalni ekvivalence nazyvame S-orbitami. Stézejni vyznam pak ma véta o orbitach; fada
dalsich vysledki o FIXg je jejim dtsledkem. Zminme zde alesponi tvrzeni, Ze obor mnozin
invariantnich vici vSem podobnostem je pravé fundované jadro WF : FIXgj,m = WF, kde
Sim oznacuje oblast vSech podobnosti. Jinymi slovy, Sim je bodovym stabilizditorem WF, tj.
Sim = [WF], a pro X = WF tak plati ,rovnice“ FIX[y) = X; otdzce ,feSeni uvedené
rovnice se vénujeme podrobnéji. Rovnéz poukazujeme na ,,Galoisovu korespondenci“ danou
operatory [ | a FIX, tj. na platnost vztaht [FIX[x] = [X] a FIX[pix, = FIXg pro
kazdou t¥idu X a oblast podobnosti S; objasnime otdzku uzavienosti FIXg na definovani
(spec. na godelovské operace) a budeme se téZ vénovat problému rozsifovani ,parcidlnich
automorfismi“ do automorfismii celého universa.

Pojem ®-invariantnich trid, kde ® je néjakd baze (filtru) oblasti podobnosti, muzeme
povazovat za jisté zobecnéni dosud zminovaného pojmu invariantnich mnozin. Studiu -
invariantnich t¥id vénujeme dalsi ¢ast kapitoly.

V zévéru sestrojime superuniversalni podstrukturu €-struktury (V, €v), kterou pozdéji
uplatnime p¥i objasnovani otdzky jednoduchosti reflexe. Zde ji uZijeme k dikazu, Ze axiom
superuniversality je silné€jsi nez princip universality.
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3.1 Automorfismy a podobnosti

Definice 3.1.1. Zobrazeni f nazveme podobnosti mnozin, jestlize existuji tranzitivni mnoziny
t1,to takové, ze f je izomorfismem e-struktur (t1,€s,) a (t2, €s,). O podobnostech mnozin
budeme dale hovotit jen jako o podobnostech. TTidu vSech podobnosti ozna¢me Sim.

Definice 3.1.2. Rekneme, Ze zobrazeni F' je vérné, jestlize pro kazdé x € Dom(f) plati
F(z)=F"x.
Nasledujici lemma je analogii pozorovani [2.1.12] (i).

Lemma 3.1.3. Zobrazeni f je podobnost pravé tehdy, kdyz je prosté, vérné a Dom(f) je
tranzitivni mnozina.

Diikaz. Podle definice je kazdé podobnost prostym zobrazenim, jehoz definicnim oborem je
tranzitivni mnozina. Bud f podobnost. Pak pro kazdé x,y € Dom(f) plati

(%) yexe fly) e fa),

a tedy f"x C f(x). Je-li z € f(x), je z € Rng(f), jelikoz Rng(f) je tranzitivni. Existuje tedy
y € Dom(f) tak, ze f(y) = z. Pak ovSem f(y) € f(x), a tedy y € x. Plati tudiz rovnéz inkluze
f(z) C f"(x). Pfedpokladejme naopak, ze f je prosté, vérné zobrazeni a Dom(f) tranzitivni
mnozina. Stac¢i dokazat, ze Rng(f) je tranzitivni a pro kazdé x,y € Dom(f) plati (*). Necht
y € Rng(f). Pak existuje x € Dom(f) tak, ze y = f(z). Protoze f(z) = f”’x C Rng(f),
je y € Rng(f). Necht =,y € Dom(f). Pokud y € z, je f(y) € f"z = f(zx). Jestlize naopak
f(y) € f(z), pak f(y) € f"x, a tudiz existuje z € x takové, ze f(z) = f(y). ProtoZe zobrazeni
f je prosté, plati y = z, a tedy y € =x. O

Je-li F' automorfismus universa mnozin a ¢ tranzitivni mnozZina, pak zfejmé F [t € Sim.
Nasledujici véta toto tvrzeni v jistém smyslu obraci.

Véta 3.1.4. Je-li f podobnost, pak existuje automorfismus F' takovy, ze f C F.

Dikaz. S vyuzitim axiomu superuniversality lze snadno sestrojit posloupnost podobnosti
(fa | @ € On) takovou, ze fo = f, fa C f3 pro a < (3 a pro kazdé z plati z € Dom(fg(z)41) N
NRng(fo(z)+1)- Tiida F = U,con fo je pak ziejmé zobrazeni, které je automorfismem uni-
versa mnozin, a plati f C F. O

Vsimnéme si, ze tfida Sim je Castecné usporadana inkluzi a pro kazdé dvé podobnosti
f,g € Sim plati f~! € Sim a f o g € Sim.

Definice 3.1.5. Necht S C Sim. Rekneme, 7ze S je ¢dstecnd oblast podobnosti, jestlize plati:
(Vf,g€S)(f1eS& fogeSs).
Universem ¢astecné oblasti podobnosti S nazveme tfidu
Univ(S) = J{Dom(f) | fe S}
Rekneme, Ze S je oblast podobnosti, jestlize je to ¢asteéna oblast podobnosti a Univ(S) = V.

Oblasti podobnosti (resp. ¢asteéné oblasti podobnosti) budeme déle ¢asto nazyvat jen
oblastmi (resp. ¢astecnymi oblastmi). Je zfejmé, ze Sim je oblast podobnosti.
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Obory invariantnich mnozZin

Definice 3.1.6. Bud S &istedné oblast.

(i) Rekneme, 7e mnoziny z,y jsou S-podobné, jestlize existuje podobnost mnozin f € S
takova, ze x € Dom(f) a y = f(x). V tom pfipadé budeme psat = =g y. Relace &g je
zfejmé ekvivalence na tfidé Univ(S). Nazyvame ji S-orbitdlni ekvivalenci a jeji rozkla-
dové tridy orbitami S-podobnosti. Je-li S = Sim, budeme kratce hovorit o podobnich
mnozindch, orbitdlni ekvivalenci a orbitdch podobnosti. Misto ©gjm budeme psat jen ©.

(i) Ozna¢me FIXg = {z € Univ(S) | [z]es = {z} }. Rekneme, Ze mnozina x je invariantni
vzhledem k S, pokud = € FIXg.
Ziejmé plati FIXg = {z € Univ(S) | (Vf € S)(x € Dom(f) = f(z) =x) }.
Tvrzeni 3.1.7. Bud S oblast. Pak FIXg je kotranzitivni.

Diikaz. Necht u C FIXg a necht f € S je podobnost takova, ze u € Dom(f). Potom pro
kazdé x € u je f(x) =z, tedy f(u) = f"u = u, a tudiz u € FIXg. O

Véta 3.1.8 (o orbitach). Bud X soucasné tranzitivni i kotranzitivni tiida a t tranzitivni
mnozina takova, ze t ¢ X. Bud ddle f podobnost, jejimz definiénim oborem je t. Pak existuje
soubor podobnosti (f, | « € On) takovy, ze Dom(f,) = t pro kazdé o € On, fo = f a pro
kazdé o, 8 € On, o # (§ plati:

falz) = fa(z) &z etnX.

Diikaz. Pro oy = sup(t N On) polozme
Ay=(t—-—X)x{aeOn|a>awn}.
Vzhledem k volbé aq je ziejmé, ze Ag Nt = . Polozme A =tU A a

EAzetU{<<a:,a>,<y,a>>G(AOXAO)\xey}u{<x,<y,a>>6((tﬁX)><Ao)|x€y}.

Relace €4 je tzka na A, dvojice 2 = (A, €4) tudiz tvoii €-strukturu. Z jeji definice navic
ihned plyne (¢, €;) < 2. Dokazme nyni, ze €-struktura 2 je extenzionalni. Necht a,b € A a
ag = by. Kdyby a € t a b € Ag, pak by pro néjaké z € t — X, a > o platilo b = (z,a) a
jelikoz bgg = ag = a C t, bylo by by C tN X, a tedy bgg = x. To ale znamen4, ze x € X, nebot
X je kotranzitivni — spor! Podobné neni mozné, aby b € t a a € Ag. Vidime, Ze mize nastat
pravé jeden z nasledujicich pripadi:

(i) a,b € t. Pak ale ag = a a by = b, a tedy a = b.

(i1) a,b € Ag. Pak a = (z,a), b = (y,3), pronéjakd x,y € t — X, o, B > «vp. Zfejmé x — X #
# (). Zvolme libovolné z € = — X. Pak (z,a) € ag = by, odkud vzhledem k definici
relace €4 ihned vyplyva a = 3. Dokézat rovnost = = y je jiz snadné.
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V obou pripadech tedy plati a = b. Tim je dokdzana extenzionalita e-struktury 2. Podle
existuje tranzitivni tfida 7' O ¢ a izomorfismus I €-struktur 2 a (T, €7) identicky na ¢.
Dale podle existuje automorfismus F' universa mnozin takovy, ze F' O f. Zfejmé F o [
je izomorfismus €-struktur A a (F[T], €pry) a f € F o I. Polozme nyni fo = f a pro kazdé
a € On, a > 0, x € t definujme

fol) = f(x) pokud z € tNX
o= IToF((z,a0+a)) pokudzet—X

Snadno se nahlédne, Ze pravé definovana zobrazeni f, jsou podobnostmi mnozin. Protoze
zobrazeni I o F' je prosté, je pro libovolna ordinélni ¢isla a # § a « € t splnéno

fa(x) = fﬁ(x) SretnlX.
O

Dusledek 3.1.9. Orbita podobnosti [z]s prvku x je jednobodovd, je-li x € WF a je to
vlastni tfida, pokud x ¢ WF. Specidlné tedy WF = FIXgin.

Diikaz. Bud @ € WF mnozina takova, ze pro kazdé y € z je [yls = {y}. Pak pro libovolnou
podobnost f, kterd splituje x € Dom(f), plati x = f"z = f(x), a tedy [z]e = {x}. Necht
x ¢ WF. Ozna¢me t = TC({z}). Pak t ¢ WF a x € t — WF. Ponévadz WF je tranzitivni i
kotranzitivni tfida, existuje podle pfedchozi véty soubor podobnosti (f, | « € On) definova-
nych na mnoziné ¢ tak, ze je-li o, 5 € On, o # (3, je fo(x) # fa(x). Pfitom f,(z) € [z]e pro
kazdé a € On; [z]s je tedy vlastni tfida. O

Dfive nez uvedeme nékterd zobecnéni tohoto poznatku, zavedeme pojem fundovaného
obalu a bodového stabilizatoru.

Definice 3.1.10. Bud w libovolnd mnoZina. PoloZzme

w

Dby = w,

Pay1 = Z(py) pro kazdé a € On,

py = U pe pro A € On limitni.
a<

Ttidu WF(w) = U,con Pa nazyvame fundovany obal mnoZiny w. Je-li W vlastni tfida,
definujeme fundovany obal tridy W jako WF (W) = J,,cyy WF (w).

Vsimnéme si, ze pro libovolnou tiidu W je WF(W) nejmensi kotranzitivni tfidou obsa-
hujici W jako ¢ést, specidlné tedy WFUW C WF(W). Rovnost WF (W) = WF plati, pravé
kdyz W C WF, a tak naptiklad WF(0)) = WF. Je-li W tranzitivni, je i WF(W) tranzitivni.

Definice 3.1.11. Bud X libovolna t¥ida. Bodovym stabilizatorem tiidy X nazveme t¥idu
podobnosti [ X] definovanou pfedpisem

[X]={f€Sim| fa f! jsou identické na X}.

Bodovy stabilizator libovolné t¥idy X je oblast podobnosti. Navic je zfejmé, ze plati X C
C FIXxj.
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Tvrzeni 3.1.12. Bud w tranzitivni mnozina. Pak plati:

() [w] = [WF(w)].

(ii) Jestlize x ¢ WF (w), je [z]sy,, vlastni tfida. Specidlné WF (w) = FIX[,;) a WF(w) =
— FIXwr()-

Diikaz. Budeme postupovat podobné jako v dikazu véty Je ziejmé, ze [WF(w)] C
C [w]. Bud f € [w]. Pfedpokladejme, ze x € Dom(f) N WF(w), f(z) # = a x € p¥, pficemz
ordinalni éislo «v je nejmensi mozné. Protoze f € [w], je o > 0. Je-li y € x, existuje ordinalni
¢islo B < o takové, Ze y € p, a tedy vzhledem k volbé a plati f (y) = y. To vsak znamena, ze
x = f"x = f(x), coz je spor. Tim je dokdzana rovnost [w] = [WF(w)]. Nyni sta¢i dokazat,
ze pro x ¢ WF(w) je [z]s;,, Vvlastni tiida (¢ili specidlné z ¢ FIX[,)). K tomu opét uzijeme
véty o orbitach (3.1.8). Necht © ¢ WF(w) a ozna¢me t = TC(w U z). Z tranzitivity WF(w)
plyne, ze t ¢ WF(w), a tedy existuje soubor podobnosti (f, | @« € On) definovanych na ¢,
které jsou identické na w (a jsou tudiz prvky oblasti [[w]])EI tak, ze fo(x) # fs(x) pro kazda
dvé riiznd ordinaln{ ¢isla o, 3. Protoze fo(2) € [2]o,, Pro kazdé o € On, je [z]s,, vlastni
tfida.

Pravé dokazané tvrzeni vzbuzuje domnénku, ze by rovnost X = FIX[x] mohla platit pro

vibec vSechny tranzitivni t¥idy X, spliujici X = WF(X), tedy pro tfidy, které jsou soucasné
tranzitivni a kotranzitivni. Nasledujici ptiklad tuto domnénku vyvraci.
Priklad 3.1.13. Zvolme pevné libovolny urelement u a polozme @ = {z | u ¢ TC({z}) }.
Snadno se nahlédne, ze tfida @) je soucCasné tranzitivni i kotranzitivni a plati @ N Ur =
= Ur — {u}. Ukézeme, ze u € FIX[q]. Necht f € [Q] a u € Dom(f). Pak f(u) = {f(u)}, ¢ili
f(u) € Ur. Kdyby f(u) # u, muselo by f(u) € Q. To vak znamen, ze f~! neni identické
na @, a tedy f ¢ [Q]. To je spor.

O rovnici X = FIX[xj.

Predchozi ptiklad je soucasné motivaci k néasledujicimu tvrzeni.

Tvrzeni 3.1.14. Bud X libovolna tranzitivni tffdﬂ. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) X =FIX[xy,
(i) Je-liz € V — X, je trida [z]s, aspor dvouprvkova,

(iii) Je-lixz € V — X, je tfida [z] nekonecéna.

Sx]

Dikaz. Piedné, je-li x € X, je [z]of; = {z}, a tedy pro z € V — X plati [z]s; ©V — X.
Platnost implikace (iii)=-(ii) je evidentni. Nejprve sporem dokazeme (ii)=-(iii). Pfedpokla-
dejme, ze tiida X spliiuje podminku (ii), ale nespliuje (iii). Existuje tudiz z € V — X tak, ze
(7}« je konetnd mnozina, obsahujici alespoii dva prvky. Ozna¢me y = [z}sy,- Jelikoz X je
tranzitivni a y C 'V — X, plati y ¢ X. Necht f € [X], y € Dom(f). Je-li z € y, je f(2) &x] T,
a tedy f(z) € y. Jelikoz f je prosté zobrazeni a y C Dom(f) koneénd, je f [ y permutaci

mnoziny y, a f(y) = f"y = y. To v8ak znamena, ze [}z = {1y} coz je ve sporu s (ii).

'Zde je pochopitelné dilezité, Ze jsou definované na celém w. To totiz zaruéuje, Ze i inverzni zobrazeni je
identické na w.

27 dikazu jest patrno, Ze véta plati dokonce pro kazdou t¥idu X spliiujici podminku VzeX)(z#£0=2zn
NX #0).
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Necht X = FIX[x]; dokdZeme (ii): Zvolme libovolné x € V — X. Pak = ¢ FIX[xq, a tedy
[z]op; # {2} ProtoZe x € [z}sy,, je [X]-orbita prvku z alesponi dvouprvkova.

Zbyva prokazat implikaci (ii)=(i). Necht X spliiuje podminku (ii). Vime, ze X C FIX[x].
Predpoklddejme, Ze existuje € FIX|x}—X. Protoze x ¢ X, je podle (ii) tiida [z] alespon
dvouprvkova, coz je ve sporu s x € FIX[xj.

Yx]

Definice 3.1.15. Necht S je ¢asteénd oblast podobnosti a X C Univ(S) libovolna tfida.
Rekneme, ze X je S-figura, je-li splnéno:

(Vz € X)([zlos C X).
Sim-figury budeme kratce nazyvat figurami.

Figurami jsou napf. t¥idy V, Ur, dale kazda podtfida WF ¢i libovolna orbita. Je-li S
¢astecna oblast podobnosti a X C Univ(S), je tiida ¥ = |J,c y[r}es nejmensi S-figurou
obsahujici X jako ¢ast. VSimnéme si, ze v pripadé, ze tfida X je tranzitivni, je rovnéz Y
tranzitivni.

Pozorovani 3.1.16. Necht S je ¢dstecnd oblast podobnosti a X S-figura. Pak plati:
(Vf € S)(Vz € Dom(f))(z € X & f(z) € X).

Tvrzeni 3.1.17. Je-li X tranzitivni a kotranzitivni figura, pak X = FIX[y].

Diikaz. Necht X je tranzitivni a kotranzitivni figura. Staci dokazat inkluzi FIX[x} C X.
Necht = ¢ X. Podle véty o orbitach @ existuje podobnost f identickd na X takova, ze
f(x) # z. Protoze X je figura, je rovnéz f~! je identickd na X, nebot pro y € Dom(f~1)NX je
podle pozorovani fY(y) € Dom(f)N X, atedy f~(y) = f(f*(y)) = y. To znamen4,
ze f € [X]. Protoze f(x) # x, plati x ¢ FIX[x). Tim je pozadovand inkluze prokazdna. [J

Rozsifovani automorfismu tranzitivnich figur

Podle tvrzeni Ize kazdou podobnost rozsifit do automorfismu. UkaZzme nyni, jak na
zékladé axiomu superuniversality sestrojit automorfismy rozsirujici dalsi typ zobrazeni.

Lemma 3.1.18. Necht X je tranzitivni figura, F' automorfismus €-struktury (X, €x) a f
podobnost splnujici f | X C F. Pak pro kazdou mnozinu z existuje podobnost g O f takova,
ze z € Dom(g) ag| X C F.

Diikaz. Bud z mnozina. Relace f U F' je zobrazeni, nebot podle pfedpokladu f [ X C F.
Protoze X je tranzitivni a zobrazeni f, F' jsou vérna, je rovnéz f U F' vérné. Navic je f U F
prosté, nebot f i F jsou prostd, Rng(F) = X a podle plati f(x) € X pravé tehdy,
kdyz z € X. Ozna¢me t = TC(Dom(f) U {z}) a polozme ¢’ = (f U F) | t. Je zfejmé, ze ¢’
je podobnost a plati f C ¢/, ¢’ | X C F. Mnozina Dom(g’) C t je tranzitivni, a tedy podle
axiomu superuniversality existuje podobnost g D ¢’ takova, ze Dom(g) = ¢. Nyni je jiz snadné
nahlédnout, ze g ma pozadované vlastnosti. O

Tvrzeni 3.1.19. Necht X je tranzitivni figura a F' automorfismus €-struktury (X, € x). Pak
existuje automorfismus universa mnozin G takovy, ze F' C G.
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Dikaz. Je-li X mnozina, je podle X C WF a FF =1d | X. V tom pripadé staci
napf. polozit G = Id. Piedpokladejme, ze X je vlastni tfida. Sestrojime soubor podobnosti
(fa | @ € On) tak, aby nésledujici podminky byly splnény pro libovolné ordinalni ¢islo a:

(1) fo=0,

(2) falX CF,

(3) C'(a) € Dom(fa+1) NRng(fa+1),
(4) fo = Useq 5, jo-li o limitn,

(5) f3 C fa pro kazdé 3 < .

Bud  ordindlni ¢islo. Predpoklddejme, ze podobnosti f, spliiujici podminky (1)—(5) jsou

jiz sestrojeny pro kazdé a < . Sestrojime fzyi. Z (2) a pozorovani |3.1.16| vyplyva,
ze fﬁ_1 ' X C F~!. Podle lemmatu [3.1.18] tudiz existuje podobnost g 2 fﬁ_ takova, ze

C~1(B) € Dom(g) a g X C F~!. Navic mizeme predpoklddat, ze C(g) je nejmensi mozné.
7 plyne, 7ze ¢-' [ X C F, podle lemmatu tedy existuje podobnost h D ¢!
takova, ze C~1(3) € Dom(h) a h| X C F. Pfedpoklddejme opét, ze C(h) je nejmensi mozné
a polozme fzy1 = h. Snadno se nahlédne, Ze podobnost fzy; vyhovuje podminkdm (1)—(5).

Budiz (f, | @« € On) posloupnost podobnosti s uvedenymi vlastnostmi. Polozme G =
= Uacon fo- Z podminky (3) plyne, ze Dom(G) = Rng(G) = V, diky (5) je G zobrazeni,
a protoze f, € Sim pro vSechna «, je zobrazeni G automorfismem universa mnozin. Vzhledem
k podmince (2) je téz splnéno G| X = F, ¢ili F C G. O

O Galoisové korespondenci

Vsimnéme si zajimavého vztahu mezi operatory [ | a FIX. Vime jiz, Ze pro libovolnou t¥idu
X plati X C FIX[xj. Naopak, je-li S oblast podobnosti, je snadné nahlédnout, zZe plati S C
C [FIXs]. Obé tyto vlastnosti spolu s dalsimi dvéma jednoduchymi poznatky, které formuluji
antimonotonii operéatort | | a FIX, nyni vyslovime znovu jako pozorovéani. Na jeho zakladé
jiz snadno dokéazeme vétu o Galoisové korespondenci.

Pozorovani 3.1.20. Necht X,Y jsou tfidy a S, T oblasti podobnosti. Potom plati:
(i) X C FIX|x),
(ii) S C [FIXg],
(iii) X CY = [X] D [Y],
(iv) S C T = FIXg O FIX7.
Véta 3.1.21 (o Galoisové korespondenci).
a) Pro kazdou tfidu X plati [FIX[x)] = [X].
b) Pro kazdou oblast S plati FIXprx ] = FIXg.

Diikaz. Bud X libovolné t¥ida. Podle (i) E|je X C FIX|x)- Z (iii) tudiz plyne [X] 2 [FIXx].
Opacna inkluze vyplyva bezprostfedné z (ii). Zbyva dokazat b). Necht S je oblast podobnosti.
Podle (ii) je S C [FIXs]. Aplikaci tvrzeni (iv) na tuto inkluzi dostavame FIX s O FIXprx -
Obréacenou inkluzi ziskdme ihned z (i), polozime-li X = FIXg. O

37de i ve zbytku diikazu se odvolavame na pozorovani [3.1.20
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Kompatibilni automorfismy

V Gvodu této kapitoly jsme predeslali, Ze na oblasti podobnosti nahlizime jako na jista pfi-
bliZzeni grup automorfismi, se kterymi lze v teorii mnozin snéze pracovat. Nyni ukazeme, Ze
kazd4a (¢asteénd) oblast podobnosti skuteéné pfirozenym zpisobem vymezuje obor automor-
fisma, ktery ma vlastnosti grupy.

Definice 3.1.22. Bud F libovolny automorfismus universa mnozin a S ¢asteéna oblast po-
dobnosti. Rekneme, 7ze F je kompatibilni s édstecnou oblasti S, jestlize F”Univ(S) = Univ(9)
a pro kazdou mnozinu x € Univ(S) existuje f € S tak, ze f C F' a x € Dom(f).

Nas budou nejcastéji zajimat automorfismy kompatibilni s oblastmi podobnosti. V tako-
vém piipadé bude podminka F"Univ(S) = Univ(S) v pfedchozi definici trividlné splnéna.
Tvrzeni 3.1.23. Bud S ¢dste¢na oblast podobnosti. Automorfismus Id je kompatibilni s S a
jsou-li F, G automorfismy kompatibilni s S, jsou i automorfismy Id, F~1 a oG kompatibilni
s S. Jinymi slovy: obor automorfismii kompatibilnich s ¢astecnou oblasti obsahuje jednotku
a je uzavien na skladani a na inverzni zobrazeni.

Diikaz. Bud x € Univ(S). Existuje f € S tak, Ze * € Dom(f). Pak ale f~'o f € S a
plati f~1 o f = Id | Dom(f) C Id. Vidime tedy, ze Id je kompatibilni s S. Necht F,G jsou
automorfismy kompatibilni s S a x € Univ(S). Pak existuje g € S tak, ze x € Dom(g) a
plati ¢ C G. Je ziejmé, ze g(z) € Univ(S), a tudiz existuje podobnost f € S takova, ze
g(x) € Dom(f) a f C F. Nyni plati: fog € S, x € Dom(fog)a fog C FoG. Tim je
prokédzana kompatibilita F oG s S. Bud opét x € Univ(S). Protoze Univ(S) = F”"Univ(S),
je F~1(x) € Univ(9), a tedy existuje f € S tak, ze f C F a F~!(x) € Dom(f). Pak
r € Dom(f~!)aplati F~1 D f1es. O

Tvrzeni 3.1.24. Necht X je libovoln4 tiida a F' automorfismus. Pak F' je kompatibilni s [ X]
pravé tehdy, kdyz F | X =1Id[ X

Diikaz. Necht F' je kompatibilni s [X] a x € X. Pak existuje f € [X] tak, Ze x € Dom(f)

I
a f C F, aplati tudiz F(z) = f(z) = x. Necht naopak F [X Id | X. Pak pro kazdé
f CF, fe Simplati f € [X ]]JehtotlzxeXﬂDom(f) () F(z) = z; pro
y € X NDom(f~1) zase plati f~1(y) = F~1(y) = Y(F(y)) = y. Podobnosti f, f~! jsou
tedy identické na X. O

Tvrzeni 3.1.25. Je-li S oblast a F' automorfismus kompatibilni s S, je F' identicky na FIXg.
Diikaz. Plyne okamzité z pfislusnych definic. O

Obracené tvrzeni, totiz ze FIXg je tfida pravé téch mnozin, které jsou pevnymi body vsech
automorfismi kompatibilnich s S, nemusi byt pravdiveﬂ Problém spocéiva v tom, ze oblast
S miize obsahovat i podobnosti, které nejsou ¢astmi zadného automorfismu kompatibilniho
s S. Je ziejmé, zZe takovéto podobnosti jsou v oblasti S ,nadbytec¢né*, prinejmensim z hlediska
naseho zaméru studovat grupy automorfismii. Pokud bychom byli schopni dokazat, ze oblast S
takové podobnosti neobsahuje, bylo by shora uvedené obracené tvrzeni v poradku. Oblastmi
s témito vlastnostmi, jak uvidime, budou naptiklad tzv. homogenni oblasti s majorantami
Fetézi.

4Pokud se rozhodneme p¥ehlizet neptijemny fakt, ze kvantifikuje t¥idy!
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Homogenni oblasti a oblasti s majorantami retézi

Definice 3.1.26. Rekneme, 7e oblast podobnosti S je homogenni na tiidé X, jestlize plati
(Vfe S) (Ve e X)(3g € S)(f C g & z € Dom(g)).

Je-li S homogenni na V, fekneme kratce, ze S je homogenni. Rekneme déle, Ze S je oteviend,
jestlize pro kazdé f € S a kazdou podobnost g O f plati g € S (tedy je-li S oteviena podtiida
v uspotradani (Sim, C)).

Je zfejmé, ze v definici homogenni oblasti bychom mohli ekvivalentné nahradit podformuli
z € Dom(g) formuli € Rng(g), pfipadné formuli + € Rng(g) & = € Dom(g). Nasledujici
pozorovani vyplyva snadno pfimo z axiomu superuniversality.

Pozorovani 3.1.27.
(i) Kazda oteviend oblast je homogenni.

(ii) Sim je oteviend oblast podobnosti.

Tvrzeni 3.1.28. Necht' t je tranzitivni mnozina a X D t libovolné tifida. Pak pro kazdou
podobnost f € [X] existuje g € [X] tak, ze f C g at C Dom(g). Specialné, je-li X tranzitivni,
je [X] homogenni na X.

Dikaz. Bud f € [X]. Polozme g = f UId | ¢t. Snadno se nahlédne, ze g je zobrazeni. Je-li
f(z) € t,je f(x) = f~1(f(z)) = =, a protoze zobrazeni f i Id | ¢ jsou prosté, je rovnéz g
prosté. Dokazme, Ze g je podobnost. Jelikoz Dom(g) = Dom(f) Ut je tranzitivni, sta¢i podle
lemmatu ovéfit pro libovolné 2 € Dom(g) rovnost ¢”xz = g(x). Necht x € Dom(f). Pak
x C Dom(f), a tudiz g(y) = f(y) pro kazdé y € z. To znamena, ze ¢"z = f"x = f(z) = g(z).
Je-li z € t, je g(x) = x a jelikoz plati také x C ¢, je ¢"x = x. Protoze f,Id [t € [X], je zfejmé,
ze g € [X]. Specialni ¢ast tvrzeni plyne okamzité z dokazaného. O

Dusledek 3.1.29. Necht't je tranzitivni mnozina. Pak [t] je homogenni oblast.

Dikaz. Podle predchoziho tvrzeni existuje pro kazdé f € [t] podobnost g € [t], g 2 f takova,
ze t € Dom(g). Podle [3.1.27| je Sim homogenni, a tudiz pro libovolnou mnozinu x existuje
podobnost h D g takova, ze € Dom(h). Ponévadz Id [t C g C h, je h € [t]. O

Tvrzeni 3.1.30. Je-li S homogenni, je tfida FIX g uzaviena na definovani. Specialné je tfida
FIX g uzavrena na godelovské operace.

Diikaz. Bud S homogenni oblast a z mnozina definovand formuli ¢ se vSemi volnymi pro-
ménnymi mezi y,y1,...,Yn 2 parametrd pi,...,pn € FIXg. Mame dokazat x € FIXg.
Necht f € S, x € Dom(f). ProtoZze S je homogenni, existuje g € S tak, ze f C g a
{p1,...,pn} € Dom(g). Podle véty déle existuje automorfismus F' takovy, ze F' D g.
Pak F(p;) = g(pi) = pi proi =1,...,n. Jelikoz F je automorfismus, plati

yex s oy, p1,...,0n) & e(F W), F(p1), -, F(pn)) & @(F(Y),p1,-..,0n) & F(y) € z.

Vidime, ze F""z =z, a tedy f(z) = F(x) = x. O
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Definice 3.1.31. Bud S oblast podobnosti. Retézem podobnosti v S nazveme libovolny sou-
bor podobnosti (f, | @ € v), kde v € On a f, € S pro vSechna « € ~, spliiujici podminku

(Va, B €)@ < B = fa C fp)-

Rekneme, Ze oblast S md majoranty retézi, jestlize pro kazdy fetéz podobnosti (f, | o € 7)
v S, existuje f € S tak, ze Uae«, faCf.

Tvrzeni 3.1.32. Necht S je homogenni oblast, kterda ma majoranty Fetézii, a necht f € S.
Pak existuje automorfismus F' kompatibilni s S takovy, ze f C F'.

Diikaz. Polozme fy = f. Necht je sestrojeno f, € S pro a € On. ProtoZze S je homogenni,
existuje g € S tak, 7e g O fo, C~!(a) € Dom(g) NRng(g) a C(g) je nejmensi mozné. Polozme
fa+1 = g. Je-li A € On limitni a je-li jiz sestrojen fetéz (f, | @ € \) v S, polozme fy = g,
kde g € S je takova majoranta fetézu (f, | @ € \) v S, ze C(g) je nejmensi mozné. Mé&jme
takto sestrojeny podobnosti f, pro vSechna a € On a polozme F = |J,cop fo- Pak I je
automorfismus universa mnozin kompatibilni s S a F' O f. O

3.2 Obor invariantnich t¥id

Definice 3.2.1. Bud X libovolné t¥ida. Tridovym stabilizatorem X nazveme tiidu
[X]={feSim|fX]CX & fX]C X}
Tvrzeni 3.2.2. Bud X tfida. Pak plati:
(i) [X] je oblast podobnosti.
(i) [X] < [X]
(iii) [X] C [WF(X)] a specialné [WF]| = Sim.

Diikaz. [X] je zfejmé ¢astecnd oblast podobnosti. Protoze Id [t € [X] pro kazdou tranzitivni
mnozinu ¢, je Univ([X]) = V. Tvrzeni (ii) je zfejmé. Zbyva dokdzat (iii). Bud f € [X] a
r € WF(X) N Dom(f). Je-li x € X, je f(z) € f[X] € X C WF(X). Necht z ¢ X. Pak
x C WF(X). Jestlize navic f(y) € WF(X) pro vSechna y € x, pak f(z) = f’z C WF(X), a
tedy f(z) € WF(X). Je tedy patrné, ze pro kazdé f € [X] plati f[WF(X)] C WF(X), ¢ili
[X] C [WF(X)]. Je-li X = (), dostavame specidlné Sim = [()] C [WF] C Sim. O

Priklad 3.2.3. [X] neni obecné homogenni na X (ani v pfipadé, Ze X je tranzitivni mnozina):
Bud napiiklad X = z nekoneéna podmnozina Ur, u € x a f libovolné vzajemné jednoznacné
zobrazeni mnoziny x — {u} na z. Pak f € [z], avSak pro libovolnou podobnost g O f takovou,
ze u € Dom(g), plati g(u) ¢ x, a tedy g ¢ [z].

Tvrzeni 3.2.4. Necht X je tfida a S jedna z oblasti [ X], [X]. Je-li {fo | @ € ¥) Fetéz podob-

nosti v S, pak ,c, fa € S. Oblasti [X], [X] tedy maji majoranty fetézi.

Dikaz. Bud (f, | a € 7y) Fetéz podobnosti v S a oznaéme f = U0667 fa. Zfejmé f € Sim.
Je-li S = [X], pak pro kazdé x € Dom(f) N X existuje o € 7y tak, ze x € Dom(f,) a f(z) =
= fo(x) = z. Podobnost f je tedy identickd na X. Podobné lze nahlédnout, Ze i podobnost
7! je identickd na X, a tedy f € S. Je-li S = [X], je f[X] = Uaey falX] € X a X =
:Uaevf(;l[X]gX, cili opét f € S. O
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Tvrzeni 3.2.5. Bud S oblast podobnosti a X libovolna tiida. Pak plati:
(i) S C [X] pravé tehdy, kdyz X je S-figura.
(ii) Jestlize S C [X] a F' je automorfismus kompatibilni s S, pak F[X] = X.

(iii) Jestlize S C [X] a S je homogenni oblast majici majoranty Fetézi, pak pro libovolné
f € S existuje automorfismus F universa mnozin spliujici F' O f a F[X] = X.

Dikaz. Ad (i). Je-li S C [X],z € X az~g y, existuje f € S tak, ze f(x) = y. Protoze zéroven
f € [X], je y € X. Bud naopak X S-figura. Necht f € S. Pak f[X] C X, nebot je-li z € X,
je f(x) € [z]eg € X. Protoze rovnéz f~! € S, je splnéno i f~X] C X, a tedy f € [X].
Dokazme (ii). Nechf F' je automorfismus kompatibilni s S C [X] a € X. Pak existuje f € S
tak, ze * € Dom(f) a f C F. Protoze S C [X], je F(z) = f(z) € X a F~(z) = f~(z) € X.
Vidime, ze F[X] C X a F71[X] C X, tedy F[X] = X. Cést (iii) plyne ihned (ii) a tvrzeni
3.1.32) [

Lemma 3.2.6. Bud x mnozina a S C [x] homogenni oblast. Je-li f € S a x € Dom(f), pak

f(z) ==

Diikaz. Necht f € S, x € Dom(f). Jelikoz f € [z], je f(z) = f"x C x. Pfedpokladejme, ze
existuje y € x — f”x; vyvodime spor. Protoze S je homogenni, existuje g € S tak, ze g O f
a y € Rng(g). Ozna¢me z = g~ !(y). Pak z € (¢!)"x C x, nebot g~! € [z]. To znamena, ze
ze€x,atudiz y =g(z) € ¢"v = f"x, ¢iliy € "z — spor! O

Definice 3.2.7. Necht ® = (®; | i € I) je soubor oblasti podobnosti. Rekneme, ze ® je bdze
(filtru) oblasti podobnosti, jestlize splituje nasledujici podminky:

(i) ®; je homogenni oblast pro kazdé i € I,
(ii) Pro kazdé i,j € I existuje k € I tak, ze &), C ®; N ;.
Béze filtri oblasti podobnosti budeme kratce nazyvat jen bdzemsi oblasti.

Pozorovani 3.2.8. Necht S je homogenni oblast. Pak soubor <S>, sestavajici z jediné oblasti
S, je baze oblasti.

Definice 3.2.9. Bud ® = (®; | i € I) baze oblasti.
(i) Rekneme, ze baze ® je uzaviend, jestlize plati

(vp € 1)(Ei € D)(Y) € p)(®; € B).

(ii) Rekneme, 7e t¥ida X je ®-invariantni, jestlize ®; C [X|] pro n&jaké i € I. Tfidu vsech
®-invariantnich mnozin ozna¢me A(®).

Pro libovolnou tiidu X déle ozna¢me &% nasledujici soubor oblasti:
X = ([t] | t je tranzitivni a t C X).
Tvrzeni 3.2.10. Bud ® bédze oblasti.

(i) Trida A(®) je uzavrena na definovani.

34



(ii) Je-li X tfida definovana formuli jazyka <&€> s parametry z A(®), je X ®-invariantni.
(iii) Je-li baze ® navic uzaviend, je A(®) kotranzitivni.

(iv) Je-li X tiida, je ®X uzaviend baze oblasti. Navic, je-li X tranzitivni, je X C A(®Y);
je-li X soucasné kotranzitivni, plati X = A(®X).

(v) Je-li & = <S>, kde S je homogenni oblast, je FIXg = A(®).

Dikaz. Necht ® = (®; |7 € I). Tvrzeni (i) je specidlnim piipadem (ii). Necht X je tfida
definovand formuli ¢ z parametra p,...,p, € A(®). Je zfejmé, Ze existuje i € I tak, ze ®; C
Clm]N...N[py). Bud f € ®; a necht {p1,...,pn} € Dom(g) pro néjaké g O f, g € ®;. Podle

existuje automorfismus F' takovy, ze F' O g, a diky lemmatu F(pr) = g(px) = px
pro k=1,...,n. Plati

reX < ox,pl,...,pn) < o(F(x),p1,...,0n) < F(z) € X,

a tudiz F[X] = X. Protoze f C F, je zfejmé f"X C X i (f~1)"X C X. Vidime tedy, ze X je
®-invariantni t¥ida.

(iii) Necht ® je uzaviena béaze oblasti a u C A(®). Pak existuje i € I tak, ze ®; C [z]
pro kazdé = € u. Staci dokazat, ze ®; C [u]. Bud f € ®;. PonévadZ ®; je homogenni, existuje
g € ®; tak, ze f C g a u € Dom(g). Z lemmatu plyne, ze g(z) = z pro kazdé z € u,
plati tedy g(u) = ¢"u = u. Jelikoz f C g, je f'u Cua (f~1)"u Cu, &li f € [u].

Cést (iv) je trividlni pozorovani.

(v) Nahlédnout, ze ®* je béaze oblasti pro libovolnou tiidu X je snadné. Nechf X je
tranzitivni t¥ida a z € X. Oznadime-li t = TC({z}), je zfejmé t C X, a tedy [¢] nalezi do ®*.
Protoze = C t, plati [t] C [z] a podle[3.2.2)[z] C [z], &ili [¢] C [z]. To znamena, ze x € A(®X).
Piedpokladejme, Ze X je navic kotranzitivni. Staéi dokazat implikaci z ¢ X = = ¢ A(®¥).
Sporem. Necht x ¢ X a necht [u] C [z] pro néjakou tranzitivni mnozinu v C X. Bud t =
= TC(u U {z}). Podle véty o orbitach existuje podobnost f takova, ze Dom(f) = ¢, f je
identickd na tNX a f(z) # x. Protoze u C tN X, je f € [u] C [z]. Protoze [u] je homogenni,
je dle lemmatu f(x) = z. To je spor.

Zbyvé dokazat (vi). Podle definice je A((S)) = {z | S C [#] }. Necht S C [z]. Je-li f € S a
z € Dom(f), je podle[3.2.6) f(z) = z, tedy x € FIXg. Necht 2 € FIXg. Staci prokézat inkluzi
S C [z]. Bud f € S. Jelikoz S je homogenni, existuje g € S tak, ze f C g a € Dom(g).
Nyni plati f"z C ¢"x = g(x) = z, nebot z € FIXg. Je zfejmé, Ze obdobné je mozno dokazat
(f~Y"z C z. Vidime, Ze f € [z]. O

Poznamka 3.2.11. Je-li X tranzitivni tfida, je €-struktura (X, €x) extenziondlni; je-li navic
X soucasné kotranzitivni, je €-struktura (X, €€x) tplnd, a je tudiz podle Riegerovy véty
interpretaci ZF- v UT (viz téZ pozn. 2.7.3). Podle (iv) jsou takové t¥idy navic
tvofeny mnozinami invariantnimi vici néjaké bazi oblasti, a tedy vicéi néjakému filtru grup
automorfismd universa mnozin.

Pozndamka 3.2.12. Na okraj poznamenejme, Ze fadu tvrzeni uvedenych v této kapitole bychom
mohli ,zesilit“, kdybychom misto v UT pracovali v odpovidajicim rozsiteni Godel-Bernays-
ovy teorie mnozin bez axiomu regularity. V takovém piipadé bychom mohli napf. snadno
ukazat, ze obor tiid invariantnich vici dané bazi ®, do niz nalezeji pouze homogenni oblasti
s majorantami fetézi, je uzavien na morseovské schema ve smyslu nasledujiciho tvrzeni: Je-li
¢ libovolnad (ne nutné normélni) formule jazyka Godel-Bernaysovy teorie mnozin s volnou
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mnozinovou proménnou x a pfipadné s parametry, kterymi jsou pouze ®-invariantni t¥idy
resp. mnoziny, pak

(VX)[(Vx)(xz € X & ¢(x)) = X je P-invariantni].

Pro normélni formuli ¢ bychom tak dokazali, ze t¥ida { z | ¢(x) } je ®-invariantni. Podobné
bychom mohli postupovat i u fady jinych tvrzeni.

3.3 Vztah axiomu superuniversality a principu universality

Nasledujici definici a tvrzeni vyuzijeme i déle, az se budeme zabyvat otazkou jednoduchosti
reflexe.

Definice 3.3.1. Je-li u libovolnd mnozina urelementti, oznac¢ime V Au t¥idu
{z | TCH{z}) Nu=10}.
Tvrzeni 3.3.2. Necht v C Ur. Pak plati
(i) Tfida V Au je soucasné tranzitivni a kotranzitivni.
(ii) €-struktura (VAu,Ev,,) je superuniversalni.
(iii) (VAu, €vau) = (V, €v).

Dikaz. Tvrzeni (i) je ziejmé. Bud t C V Au tranzitivni a a extenzionélni €-struktura takova,
ze (t,€¢) < a. Existuje ¢ D ¢ tranzitivni a izomorfismus f €-struktur a a (', €4) identicky
na t. Snadno se nahlédne, ze existuje podobnost g takova, ze Dom(g) = t/, g je identickd na
t a pro kazdé x € t' Nu je g(x) € Ur — u. Zobrazeni g o f je izomorfismus €-struktur a a
(Rng(g), Erng(g)) identicky na ¢ a Rng(g) € VAu. Vidime tedy, Ze €-struktura (VAu, €vau)
je superuniversilni. Specidlné je podle (VAu, Eypy) = (V,Ev). O

Tvrzeni 3.3.3. Axiom superuniversality je silnéjsi nez princip universality.

Dikaz. 7 axiomu superuniversality snadno vyplyva, Ze pro kazdé x existuje mnozina y #
# x tak, ze y = {z,y}. Bud v libovolny urelement. Ttida VA{v} je podle tranzitivni,
kotranzitivni a spolu s relaci €y ,¢,} tvori superuniversalni €-strukturu. Specialné lze kazdou
extenzionalni €-strukturu izomorfné zobrazit na néjakou tranzitivni podtfidu VA{v}. Bud
M = WF({v}U(VAa{v})). e-struktura (M, € /) je modelem (interpretaci) ZFS. a plati pro ni
princip universality, nebot kazdou e-strukturu lze izomorfné zobrazit na tranzitivni podt¥idu
M.V (M, €,s) vsak neplati axiom superuniversality, nebot zfejmé neexistuje mnozinay € M,
y # v takova, ze y = {v,y}. O
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Kapitola 4

Endomorfismy a reflexe

V ZFC je existence netrividlniho elementarniho vnofeni H universalni tfidy do néjaké tranzi-
tivni tfidy W ekvivalentni s existenci méritelného kardinalu. T¥idu W lze v takovém pripadé
sestrojit pomoci Mostowského véty o kolapsu jako tranzitivni t¥idu izomorfni s ultramocninou
universalni t¥idy podle ultrafiltru Z, ktery je mirou. Elementarni vnofeni H potom ziskame
slozenim takto ziskaného izomorfismu a kanonického vnofeni universa do ultramocniny. Exis-
tence méfitelného kardindlu (resp. miry Z) je vynucena pozadavkem fundovanosti zminéné
ultramocniny a potazmo axiomem regularity. Diky principu universality lze popsanou kon-
strukci v UT realizovat, aniz bychom predpokladali, Ze ultrafiltr Z je mira.

Dvojici (H, W), kde H je elementarni vnoteni do t¥idy W, ktera je tranzitivni a skorouni-
versalni, nazyvame reflexi; fikame, ze (H, W) je k-reflexe, ma-li kazdé centrovana podmnozina
tfidy W kardinality mensi nez k neprazdny pranik. Tuto vlastnost lze zarucit napi. tak, ze
za Z zvolime ultrafiltr, ktery je x-dobry.

r-reflexe umoznuji prirozené interpretovat nestandardni pojmy — standardni universum
jako Rng(H) a internélni jako W — a nestandardni principy (pfenosu, standardizace, fini-
tarizace, atd.). Zna¢nou vyhodou tohoto pfistupu oproti jinym je pfitomnost externalniho
(,,vnéjsiho“) universa spliujiciho vSechny axiomy UT, které je navic izomorfni s universem
standardnim. Na tyto moznosti asi jako prvni upozornili Ballard a Hrbacek v [3]; my zde
tento koncept jen struc¢né rekapitulujeme a v jeho rdmci se pak vénujeme dal$im otazkam.
Zejména jde o problém kardinalniho kolapsu, tj. pfiblizné o otazku, zda pro dany kardinal x
mohou mit internalné nekoneéné mnoziny interndlni kardinality nejvyse H (k) ,vnéjsi“ kardi-
nalitu x, a déle o problém jednoduchosti reflexe, tj. o otdzku, zda lze universum W libovolné
reflexe (H, W) ziskat ,jednoduchou adjunkci® jediného prvku k Rng(H), jak je tomu v pfi-
padeé reflexe ziskané pomoci ultramocniny. Vénujeme se rovnéz principu kategori¢nosti; ten
nam dovoli (pfipadné v kombinaci s kardindlnim kolapsem) uéinit uréité zavéry o struktute
orbitalni monady nestandardnich pfirozenjch ¢isel. Ukédzeme také, ze oborem vsech mnozin
bodové invariantnich vici reflexim, je prdvé mnozina vSech (reguldrnich) dédiéné koneénych
mnozin p,,.

V celé této kapitole budeme pracovat vyhradné v UT.
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4.1 Elementarni vnoreni, reflexe

Nejprve zavedeme potiebné znaceni a pripomeneme nékolik pojmii.

Definice 4.1.1. Necht 2 je e-struktura a ¢ formule jazyka <€> se vSemi volnymi promén-
nymi mezi 1, ..., x,. Nechf * je kanonicka A-interpretace jazyka <€> v UT. Rekneme, Ze
formule ¢ je splnéna (plati) v A o prvcich aq,...,a, € A, jestlize plati ¢*(a1,...,a,). V tom
ptripadé budeme psat

©o®(ay,... an).

Umluva 4.1.2. Bud X t¥ida a ¢ libovolna formule jazyka <€> s parametry z X. Misto
©UXEx)) budeme psat jen X (viz téz ekvivalentni definici [2.4.10). Rekneme, ze formule ¢
plati v X, jestlize je splnéna v (X, €x), tedy plati-li oX.

Definice 4.1.3. Budte 2, B c-struktury a F': A — B zobrazeni. Rekneme, Ze F je elemen-
tdrni vnorent e-struktury A do B, jestlize pro kazdou formuli ¢ jazyka <€> se vSemi volnymi
proménnymi mezi x1,...,x, a pro kazdé ay,...,a, € A plati

@(m)(ab s 7a'n) And 90(%)(1?(@1), s 7F(an))
Rekneme déle, ze €-struktury A a B jsou elementdrné ekvivalentni, jestlize pro kazdou

sentenci ¢ jazyka <e€> plati

Konecné, jestlize A C B, fekneme, ze U je elementdrni podstrukturou €-struktury B (znac¢ime
A < B), je-li zobrazeni Id [ A: A — B elementarnim vnofenim €-struktury 2 do 8.

Pozorovani 4.1.4. Necht ,B jsou €-struktury.

(i) Je-li F' elementarni vnofeni €-struktury 2 do B, je F' prosté zobrazeni a pro kazdé
z,y € A plati x €4 y & F(2) €® F(y); v tom piipadé jsou navic c-struktury A a B
elementarné ekvivalentni.

(ii) Jsou-li A,B elementarné ekvivalentni a 2 je extenzionalni, je i B extenzionalni.
Definice 4.1.5. Necht W je tiida.
(i) Rekneme, ze ttida W je skorouniversdlni, jestlize plati

(Vu C W) (Fv e W)(u C ).
(ii) Bud W tranzitivni a s nespodetny kardinal. Rekneme, ze W je k-saturovand, plati-li

(VX CW)((X je centrovana & |X| < k) = ﬂX #10).
(iii) Je-li W tranzitivni a F': V — W elementarni vnoteni €-struktury (V, €y) do (W, ew),
fekneme, ze F' je elementdrni vnoreni (universdalni tiidy do W ).

(iv) Dvojici (H, W) nazveme reflexi, je-li W tranzitivni a skorouniversalni tfida a H ele-
mentarni vnofeni universalni t¥idy do W. Je-li navic tfida W k-saturovand, nazveme

(H,W) k-reflext.
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Pozorovani 4.1.6. Je-li (H, W) reflexe aU = Rng(H), je zobrazeni H izomorfismus €-struk-
tur (V, ev) a (U, €y). e-struktura (U, €y) je tak modelem (interpretaci) ZFC.. Protoze H je
elementdrni vnoreni, jsou €-struktury (V, €vy), (W, €w) specidlné elementdrné ekvivalentni,
a tudiz i (W, ew) je modelem (interpretaci) ZFC..

Konstrukei saturovanych reflexi se budeme zabyvat v odstavcich a Nyni shrneme
nékteré jejich vlastnosti, které jsou zakladem pro uziti nestandardnich metod v UT. Ve zbytku
odstavce predpokladame, Ze k je néjaky pevné zvoleny nespocetny kardinal, (H, W) je néjaka
pevné zvolena k-reflexe a U = Rng(H).

Zobrazeni H je izomorfismem €-struktur (V,€y) a (U, €y). Tfidu U nazyvame stan-
dardnim universem (mnozin) a fekneme, ze x je standardni mnoZina, jestlize z € U. Prvky
standardnich mnozin, které nejsou standardni budeme nazyvat nestandardnimi mnoZinamsi.

Tiidu W nazyvame interndlnim universem a jeji prvky interndlnimi mnoZinami. Budeme-
li chtit zddraznit, Ze dand mnozina nepatfi nutné do W, fekneme, zZe je externdalni. Ttidu V
budeme v téchto intencich oznacovat jako externdlni universum. Vztah mezi standardnim,
interndlnim a externalnim universem znazornuje obrazek:

(U,eu) < (W,ew) < (V,ev)

T izomorfismus ‘
H
Necht ¢ je formule jazyka <€> a nechf aq, ..., a, jsou standardni (resp. internalni) mno-
ziny. Rekneme, 7e formule ¢ plati standardné (vesp. interndiné), jestlize plati ¢V (ay, ..., a,)
(resp. WV (a1,...,an)).
Pro kazdé z4, ..., x, plati

(,0($1, s ,CCn) g QOU(H(xl)’ s ,H(Sﬂn)) g QOW(H(ZE1)7 s 7H(xn))
Je-li navic formule ¢ omezeni, je diky tranzitivité tfidy W pro kazdé x1,...,x, € W splnéno

O(x1,...,20) © @V (x1,...,2,).
Pozorovani 4.1.7. Bud X libovolné mnozina. Pak plati:
(i) H(X)NU = H[X], a tedy |[H(X)NU| = | X]|.
(ii) Zobrazeni H je identické na p,,.
(iii) Je-li X € U, pak X je standardné konecna tehdy a jen tehdy, je-li konec¢na.
(iv) Necht X je konecnd. Jestlize X C U, je X € U; jestlize X C'W, je X € W.

Definice 4.1.8. Je-li X mnozina, ozna¢me [X|<

Ziny X.

“ mnozinu v8ech kone¢nych podmnozin mno-

Tvrzeni 4.1.9. Kazda nekonecna standardni mnozina mé nestandardni prvek.

Diikaz. Necht Y = H(X), kde [Y je spocetna]V. Pak X a Y N U = H[X] jsou spocetné
mnoziny. Z k-saturovanosti tfidy W plyne, ze existuje y € ({Y —t | t € [Y N U|<¥ }.
Mnozina y je zfejmé nestandardnim prvkem mnoziny Y. O
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Je ziejmé, ze chceme-li zkoumat vlastnosti néjaké mnoziny x, je lhostejno, zda zkouméame
ji samu (v universu V) ¢ zda pracujeme s jeji izomorfni kopii H(x) uvnit¥ standardniho
universa U nebo dokonce uvnitf internalniho universa W. Nestandardni metody pfitom tézi

predevsim z Castého prechazeni mezi témito svéty mnozin — nejcastéji mezi standardnim
universem a internalnim universem — a také z moZnosti vydélovat rtuzné externalni ¢asti

standardniho ¢i internalniho universa.

Nyni vyslovime a dokaZeme nékolik tzv. nestandardnich principtd, o které se v rtznych
podobach opira vétsina ivah uzivajicich nestandardnich metod. Prvni dva principy jiz netfeba
dokazovat.

Princip pf'enosuE]
Internalni universum je elementarnim rozsifenim standardniho universa.

Princip k-saturovanosti
Internalni universum je k-saturovana tiida.

Princip standardizace
Necht X C U je mnozina. Pak existuje x € U tak, ze X =2z NU.

Diikaz. Staéi polozit = H(H™[X]). O

Rikdme, Ze mnozina x je (vznikne) standardizaci mnoziny X, jestlize plati z = X NU. Kazd4
(externalni) mnozina mé tak pravé jednu standardizaci.

Princip k-finitarizace
(VX CW)(|X| < k= (Ju € W)(u je internalné konecéna & X C u)).

Diikaz. Necht X C W je mnozina kardinality mensi nez . Protoze W je skorouniver-
salni, existuje y € W tak, ze X C y. Pro kazdou (externalné) koneénou mnozinu ¢t C X
definujme internalné mnozinu a; = {z C y | t C z & z je kone¢nd } a polozme (exter-
nalné) ¥ ={a; |t Cy je koneéna }. Pak Y C W, Y je centrovand a |Y| < k. Z principu
k-saturovanosti tudiz vyplyva, Ze existuje u € (Y. MnozZina u je internalné kone¢nd a X C
C u, protoze u € ay,) pro kazdé x € X. ]

Definice 4.1.10. Bud (H, W) reflexe. Ozna¢me U = Rng(H). Rekneme, Ze reflexe (H, W)
je jednoduchd, jestlize existuji mnoziny D € J € U tak, ze W = U[J, D], kde

UlJ,D] = {g(D) | g € U & (g je zobrazeni & Dom(f) = J)V }.

Pozorovani 4.1.11. Je-li (H, W) jednoducha reflexe, je W = | JRng(H).

Jednoduchost reflexe (H, W) muZeme interpretovat tak, ze t¥ida W vznikla z U = Rng(H)
jistou adjunkci jediného ,idealniho“ prvku D. Jednoduchym reflexim je vénovan odstavec
Nyni poukdZeme jen na jejich dvé zajimavé vlastnosti. Pfedpokladejme tedy, Ze reflexe
(H, W), kterou jsme v zac¢atku odstavce pevné zvolili, je navic jednoducha. Pak plati:

Princip rozéif’eniﬂ
(VX e U)(Vf: XNU — W)(dg € W)(g je zobrazeni & g D f).

Yangl. Transfer Principle.
2angl. Extension Principle
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Dikaz. Necht D € J € U jsou takové, ze W = U[J, D]. Bud X standardni mnozZina a
f: XNU — W libovolné. Diky jednoduchosti existuje pro kazdé r € X N U standardni
zobrazeni u, € U takové, ze Dom(u,) = J a uy(D) = f(x). Oznaéme h standardizaci
mnoziny { (z,uy) |z € X N U }. Pak h je standardni zobrazeni a pro kazdé u € Rng(h) je
u internalni zobrazeni, Dom(u) = J. Internalné nyni mizeme definovat zobrazeni g tak, ze
g(x) = (h(x))(D) prokazdé x € X = Dom(h). Snadno se nahlédne, Ze g je internalni zobrazeni
ag2f. O

Pozndmka 4.1.12. Pro standardni mnoziny X takové, ze | X NU| < k, lze princip rozsifeni
dokazat snadno z principu k-saturovanosti i bez uziti jednoduchosti. Je dobré si také uve-
domit, Ze v uvedeném dikazu jsme se na saturovanost tfidy W neodvolali, uzili jsme totiz
pouze jednoduchosti uvazované reflexe a principa prenosu a standardizace, které plati v kazdé
reflexi. Nasledujici véta ukazuje, ze kazda jednoduchd reflexe, kterda neni identicka na prvku
w, je jiz nutné Ni-saturovana.

Tvrzeni 4.1.13. Necht (H,W) je libovolnd jednoducha reflexe takova, ze H(w) # w. Pak
trida W je W;-saturovana.

Diikaz. Ozna¢me U = Rng(H). Necht (X, | n € w) je spoletny systém neprazdnych mnozin
takovy, ze Xni1 C Xy, Xn € W pro kazdé n € w. Staci dokazat, ze (,,c,, Xn # 0. Definujme
zobrazeni f: w — W tak, Ze f(n) = X,, pro kazdé n € w. Protoze reflexe (H, W) je jednoducha
aw = H(w)NU, existuje podle principu rozsiteni zobrazeni g € W tak, ze g O f. Navic lze
predpokladat, ze Dom(g) € H(w) (jinak vezmeme misto g zobrazeni g [ H(w)). Protoze
H(w) # w, existuje prvek v € H(w) —w. Ve W definujme mnozinu

A={pec Hw)|peDom(g) & p<v& f(u) #0 & (V¢ < p)(f(E+1) C f(E))}

Snadno se nahlédne, ze w C A € W. Jelikoz plati [A C H(w) je omezena]", existuje prvek
po € A tak, Ze [1o je nejvétsi prvek mnozinyA]". Zrejmé plati (,,c, Xn 2 f(1o) # 0. O

Poslednim z princip1, jez zde uvadime, je princip x-kategori¢nosti E], kterym se v ponékud
jiném kontextu zabyva ¢lanek [9]. Tento princip se od predchozich lisi tim, Ze je formulovan
pomoci pojmt uzivanych v teorii modeld. Teorie modelt je obvykle budovana na zakladé
néjaké teorie mnozin. V nasem piipadé€ touto teorii bude UT. V ni mizeme obvyklym zpt-
sobem zavést (tj. formalizovat) predikatovou logiku s rovnosti a pojmy jako jazyk, formule,
teorie, dokazatelnost, model, atd. Ve zbytku tohoto odstavce budeme téchto pojmu uzivat
pravé v tomto (formalizovaném) smyslu. Jejich pfesné definice lze nalézt napf. v knize [5].
Pro potradek jesté dodejme, ze pod tyto pojmy zahrnujeme pouze mnoziny.

Umluva 4.1.14. Formalizované modely budeme oznadovat gotickymi pismeny 9,9,... a
jejich nosice odpovidajicimi pismeny M, N, ... Bude-li 9 model jazyka L a s néjaky symbol
resp. term jazyka L, oznacime s™ interpretaci symbolu resp. termu s v modelu 9t.

Nezli vyslovime zminény princip, bude uZiteéné zavést nékolik dalsich pojmi a oznaceni.

Definice 4.1.15. Bud 9t model jazyka L. Symbolem [|9t|| oznacujme kardinal N - |M].
Necht S je mnozina v8ech symbolid jazyka L. Ozna¢me ||L| = Ng - |S|. Necht Y je mnozina.
Symbolem Ly ozna¢me jazyk, ziskany zbohacenim jazyka L o mnozinu { ¢, | y € Y } novych

3angl. Isomorphism Property
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symbolii pro konstanty tak, Ze c,, # ¢y, pro y1 # y2, y1,y2 € Y. Je-li F': Y — M zobrazeni,
ozna¢me symbolem (I, F(y)),cy model N jazyka Ly takovy, ze N = M, sV = sM pro kazdy
symbol jazyka L a navic cév = F(y) pro kazdé y € Y.

Definice 4.1.16. Pro jazyk L a kazdé n € w oznac¢ujme symbolem F, (L) mnoZinu vSech
formuli jazyka L, jejichz vSechny volné proménné jsou mezi &o, &1, ..., n—1-

Definice 4.1.17. Budte 9, 91 modely jazyka L.

(i) Rekneme, 7e zobrazeni F': M — N je izomorfismus 9t a N, jestlize je vzajemné jedno-
znaénym zobrazenim mnoziny M na N a plati: Je-li s (n — 1)-arni funkéni resp. n-arni
predikatovy symbol jazyka L a ag,...,a,—1 € M, pak

(ag,...,an_1) € s & (F(ag),...,F(an_1)) € sV.

Pokud existuje izomorfismus 9t a N, fikdme, ze modely M a N jsou izomorfni (znacime
M = N).

(ii) Rekneme, Ze zobrazeni F': M — N je elementdrni vnoreni modelu 9t do N, jestlize pro
kazdou formuli ¢ € F, (L) a kazdé ay, .. .,a,—1 € M plati

m |: (Zﬁ[ao, . ,an_l] =N |: ¢[F(a0), ey F(an_l)]

(iii) Rekneme, Ze modely 9, N jsou elementdrné ekvivalentni (znac¢ime 9 = N), jestlize pro
kazdou uzavienou formuli (tj. sentenci) ¢ jazyka L plati

M= ¢ &N o
Pozorovani 4.1.18. Modely MM, N jazyka L jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz existuje zob-
razeni F' mnoziny M na N tak, ze (M, a)oers = (N, F(a))acm

Definice 4.1.19. Necht 9 je model jazyka L (externalné). Rekneme, ze 9 je interndlné
prezentovany, jestlize M i interpretace s™ kazdého symbolu s jazyka L v 9t jsou internalni
mnoziny.

Definice 4.1.20. Bud 9t model jazyka L, a ¢ formule jazyka L se vSemi volnymi proménnymi
mezi &1, ..., &, (n € w), ozna¢me

D¢n:{<a1,...,an>EM"|9)T):¢[a1,...,an}}.

Indukci dle slozitosti lze diky uzavienosti internalniho universa W na godelovské operace
snadno dokézat:

Pozorovani 4.1.21. Bud 9 internalné prezentovany model jazyka L.
(i) Je-li t term jazyka L, je t™ internalni.
(ii) Pro kazdou formuli ¢ jazyka L se vSemi volnymi proménnymi mezi &1, ...,&,, (n € w)
je ny " internalni.

Princip k-kategoric¢nosti
Necht 9,91 jsou internalné prezentované modely jazyka L, ||L| < & a necht
— |9 < k. Pak plati MM = N = M = N.

m| =
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Diikaz. Podle staci sestrojit zobrazeni F' mmnoziny M na N tak, aby (M, a)scrr =
= (M, F(a))qen- Necht G je prosté zobrazeni takové, ze Dom(G) C M, Rng(G) C N, |G| < k
a (M, a)aecpom(@) = (M, G(@))acpom(c)- Bud ¢ € M. Ukazeme, Ze existuje d € N takové, ze
pro G' = G C {{c,d)} plati

<9n7 a>a€Dom(G”) = <m7 G/(a»aeDom(G’). (41)

Je-li g € Fpp1(L) aaq,...,a, € Dom(G), pak plati
M= dle,a,...,a,] = NE (3&)old, G(ar),...,G(ay)].
Pro kazdou formuli ¢ € F,,11(L) jazyka L a kazdé aq,...,a, € Dom(G) bud
DN(¢,a1,...,ay) ={d € N | M | ¢[d,G(a1),...,G(an)] }.
Snadno se nahlédne, Ze systém mnozin
X ={DN(p,a1,...,a,) | n€cw& ¢ € Fni1(L) &
& (aq,...,an) € (Dom(G))" & M |= dlc,a1,...,a,] }

je centrovany, X C W a |X| < k. Podle principu k-saturovanosti tudiz existuje prvek
d €N X. Je zfejmé, Ze zobrazeni G' = G U {(c,d)} spliiuje podminku (4.1). Zcela analo-
gicky lze naopak pro kazdé d € N nalézt ¢ € M tak, aby zobrazeni G’ = GU{{(c, d)} spliiovalo
podminku ([4.1). Sestrojit zobrazeni F' zminéné na zac¢atku diikazu je tedy snadné. O

Tvrzeni 4.1.22. Bud 9t model pro jazyk L. Pak existuje internalné prezentovany model N
takovy, ze M = N.

Diikaz. Polozme N = H(M) a s = H(sM) pro kazdy symbol s jazyka L. Ziejmé je 9t model
pro jazyk L, ktery je internalné prezentovany. Snadno se nahlédne, ze H [ M je elementarni
vnofeni modelu M do M. Specidlné tedy N = MN. O

4.2 Ultraprodukty a ultramocniny e-struktur

Definice 4.2.1. Bud I mnozina, (; | ¢ € I) soubor €-struktur a Z libovolny ultrafiltr na I.

Na t¥idé [[,.; A; definujeme ekvivalenci =z takto:

f=zg9e{icl|f)=y()}eZ

Ozna¢me w7z kvocientové zobrazeni t¥idy [[,.; A; podle =z a []; /7 A; faktorovou tiidu
(ILics Ai)/ =z. Pro kazdé f,g € HI/Z A; definujme

fezge{iel| fi)etigti)}eZ

Dvojice ([];/; Ai,€z) tvoii &-strukturu, kterou ozna¢ime [];,,2; a nazyvéme ultrapro-
duktem souboru e-struktur (2; | i € I). Specialni pfipad ultraproduktu, kdy 2; = 2 pro
kazdé i € I, nazyvame ultramocninou €-struktury 20 a oznacujeme jej jednoduse 2. Nosic¢
e-struktury 2z oznacujeme A.
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Umluva 4.2.2. Bude-li z kontextu zfejmé, o ktery soubor €-struktur (; | i € I) nam jde,
budeme i nadale uzivat oznaceni relace €y z predeslé definice; v takovém piipadé budeme

dale pro libovolnou formuli ¢ jazyka <€> misto go(Hf /2 %) psat jednoduse ¢z. Bude-li navic
z kontextu patrné, ktery ultrafiltr mame na mysli, budeme misto 7z (f), kde 7z je kvocientové
zobrazeni z predchozi definice, psat jen f.

Véta 4.2.3 (LoS). Necht Z je ultrafiltr na mnoziné I, (2; | i € I) soubor €-struktur, ¢
formule jazyka <€> se vSemi volnymi proménnymi mezi x1,...,Zn a f1,...,fn € [[;cs As
libovolné. Pak

0z(fio- o fo) & {i €T QP (f1(1),..., fali)) } € Z.

Diikaz. Indukci podle slozitosti formule . Je-li ¢ atomicka, vyplyva tvrzeni ptimo z definice
relace €. Je-li  tvaru ¢ & n, pfiCemz pro 1 a 7 jiz tvrzeni plati, dostdvame

(w & n)Z(f17""fn) <:>1/}Z(f17"'7fn) & nz(flu'”vfn) <~
e {ie I [P (f6), ..., @) I {i €T P (fi(i), ..., fuli)) } € Z &
s {iel| &)™ (fi6),..., (i)} €Z

Analogicky pro ¢ tvaru =) popt. ¢ V 1. Necht je ¢ tvaru (3x)y a necht pro 1 tvrzeni plati.
Potom (s uzitim axiomu vybéru)

ez(f1,.-- )& (3f € HAz‘)(wz(f,fh---,fn)) =

i€l
& @re[A){i e v (f@), 1), fa(i) } € Z2) &
i€l
e{iel|@ac A (a, fi(i),.... fali))} € Z & {i € I| o) (f1(i), ..., fuli)) } € Z.

O]

Dusledek 4.2.4. Je-li I mnozina, (A; | i € I) soubor extenziondlnich €-struktur a Z libo-
volny ultrafiltr na I, je ultraprodukt []; 7z 2; extenzionalni e-struktura.

Definice 4.2.5. Je-li A t¥ida a Z ultrafiltr na mnoziné /. Definujeme kanonické vnoreni
K: A— Ay tak, ze pro a € A polozime K (a) = kq, kde kg = I x {a}.

Tvrzeni 4.2.6. Je-li A e-struktura, je kanonické vnoieni K elementarnim vnoienim 2 do
Az, specialné jsou A a A, elementarné ekvivalentni.

Dikaz. Plyne ihned z lemmatu O
Definice 4.2.7. Necht Z je ultrafiltr na mnoziné I a x nekoneény kardinal.

(i) Ultrafiltr Z se nazyva k-uplny, jestlize kazda jeho ¢ast mohutnosti mensi nez x ma
neprazdny prunik. Neni-li Z k-Uplny, nazyva se k-neuplng.

(ii) Ultrafiltr Z se nazyva k-reguldrni, jestlize existuje X C Z, | X| = & tak, ze

VY CX)(Y|Zw= (Y =0).
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(iii) Budte P,Q libovolné mnoziny, f,g: [P]<% — 2(Q). Rekneme, Ze zobrazeni f je anti-
monotonni, jestlize

(Vu,v € [P]™)(u Cv = f(u) 2 f(v)).
Rekneme, Ze zobrazeni g je antiaditivni, jestlize

(Vu,v € [P]=*)(g(uUv) = g(u) Ng(v)).
Formuli (Vu € [P]<¥)(g(u) C f(u)) budeme zkracené zapisovat g < f.

(iv) Ultrafiltr Z se nazyva x-dobry, jestlize pro kazdy kardinal A < k a kazdou antimonotonni
funkci f: [\]<¥ — Z existuje antiaditivni funkce g: [\|<*¥ — Z takova, ze g < f.

Priklad 4.2.8. Kazda antiaditivni funkce je zfejmé antimonotonni. Obracena implikace vsak
neplati. Bud Z Nj-neuplny ultrafiltr na I. Existuje posloupnost (u, | n € w) prvka Z takova,
ze I = up 2 up 2 ..., [NyeoUn = 0. Polozme f(s) = uy, pro s € [A]<*. Snadno se nyni
nahlédne, Ze f je antimonotonni, avSak neni antiaditivni.

Véta 4.2.9. Bud I nekonecna mnozina. Pak na I existuje
(i) |I|-regularni ultrafiltr;
(ii) |I|T-dobry Ri-netiplny ultrafiltr.

Navic, je-li F' uniformni filtr na I (tj. takovy, ze pro kazdé X € F plati | X| = |I|), generovany
mnozinou mohutnosti nejvyse |I|, existuje |I|*-dobry ultrafiltr na I, rozsifujici F.

Zatimco dokazat ¢ast (i) véty je pomérné snadné, je dikaz druhé ¢asti zna¢éné technicky.
Dikaz véty 1ze nalézt napi. v knize [5].

Véta 4.2.10 (o kardinalité regularni ultramocniny). Necht A je nekonecnd mnoZina a
Z k-reguldrni ultrafiltr na mnoziné I kardinality r. Pak |Az| = |A|".

Diikaz. Zrejmé plati |[Az| < |TA| = |A|". Dle piedpokladu existuje X C Z, |X| = & tak, ze
pro kazdé Y C X nekonetné je (Y = . Ukazeme, Ze |Az| > |*A|. Bud (X, <) libovolné
linearni usporadani mnoziny X. Pro kazdé i € I ozna¢me T'(i) n-tici (ui,...,uy) takovou, ze
Ui, - - - , Uy jsou praveé vsechny prvky mnoziny X obsahujici i, pficemz v < ... < u,. Oznacme
B mnozinu vsech koneénych posloupnosti prvki z A. Je-li ¢ € XA, definujme ¢ € /B tak,
aby pro kazdé i € I bylo ¢'(i) = (g(u1),...,9(un)), kde (uy,...,u,) = T(i). Zfejmé |A| =
= |B|, a tedy existuje n&jaka bijekce 3 :: B — A. Definujme zobrazeni F': XA — Ay tak,
7e polozime F(g) = Bog pro kazdé g € XA. Nyni sta¢i ukazat, ze I je prosté. Necht
f.g € XA, f # g. Existuje u € X tak, ze f(u) # g(u). Specialné v € Z a u # (). Je-li i € u,

existuji n,m € w,1 < m < n tak, ze T(i) = (u1,...,un) & u = up,. Pak oviem f/(i) =
= <f(u1),,f(um),,f(un)> 7é <g(U1),,g(Um),,g(Un)> = g/(l) pro kazdé i € u, a
tedy Go f # Fog. 0

Lemma 4.2.11. Necht Z je Nj-netplny, k-dobry ultrafiltr na I. Necht déle |A| < k a necht
F: [A]<¥ — Z je antimonotonni zobrazeni. Pak existuje zobrazeni S: I — [A]<“ takové, Ze

(i) (VieI)(i e F(S(i)))
(ii)) Mac A){icl|ac St} e )
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Dikaz. Protoze Z je Ni-netplny, existuji mnoziny [ = Iy D I; D Iy O ... takové, ze I, € Z
pro viechna n € w a (,,¢,, In = 0. Polozme f(s) = F'(s) N I|5 pro kazdé s € [A]<*. Zobrazeni
f: [A]=¥ — Z je zfejmé antimonotonni, a tedy existuje g: [A]<¥ — Z antiaditivni tak, ze
g < f.JeliieI, polozme S(i)={ac A|i€g({a})}. Pak g({a})={icl|ac St)}eZ
pro kazdé a € A, a tedy (ii) plati. Necht ¢ € I. Je-li t = {a1,...,an,} C S(i), potom
i € i1 9({an}) = g(t) € f(t) = Iy N F(t). Kdyby mnozina S(i) byla nekoneénd, bylo
by i € I,, pro kazdé n € w, coz neni mozné. Pro t = S(i) tak specialné dostavame i € F'(S(i)),
jak pozaduje (i). O
Dusledek 4.2.12. Kazdy Ni-netplny, x*-dobry ultrafiltr je k-reguldrni.

Diikaz. Necht Z je Ni-netplny, x*-dobry ultrafiltr na mnoziné I, A mnoZina mohutnosti x a
F: [A]=% — Z libovolné antimonotonni zobrazeni. Necht S je zobrazeni spliiujici podminky
(i), (ii) z pfedchoziho lemmatu. Polozme X = {X, |a € A}, kde X, ={i eI |a € S(i)}.
Ziejmé | X| = k a podle (ii) je X, € Z pro kazdé a € A. Je-li Y C X nekoneéna mnozina, je
(Y = 0. V opacném pripadé totiz existuje i € (Y, a mnozina S(i) D {a € A| X, €Y } je
tudiz nekone¢né — spor! O

Definice 4.2.13. Necht x je nespocetny kardinal. Rekneme, ze €-struktura 2 je k-saturova-
nd, jestlize pro kazdou mnozinu X C A, | X| < &, plati

(Vs e [X]<“’)(ﬂa9[7é®) = ﬂ ag # 0.
a€s acX

Poznamka 4.2.14. Vidime, Ze tiida W je k-saturovand ve smyslu definice 4.1.5| pravé tehdy,
kdyz e-struktura (W, €y) k-saturovana.

Véta 4.2.15. Necht Z je k-dobry Ni-neuplny ultrafiltr na mnoziné I a (2; | i € I) soubor
e-struktur. Pak []; /7 A; je k-saturovand €-struktura.

Diikaz. Ozna¢me B = [];,, ;. Necht X C B, | X[ < £ a nechf plati
(s € [XI%) () fo 7 ).
fes
Bud s € [X]<“. Polozme F(s) = {i € I | (e, f(i)a, # 0 }. Existuje g € B tak, ze g €7 f
pro kazdé f € s, a tedy

F(s)2{iel|gli)e ) (fi)g =i llgli)eh f(i)}eZ

fes fes

Pro kazdé s € [X]<¥ je tudiz F(s) € Z. Zobrazeni F': [X|<¥ — Z je navic zfejmé antimono-
tonni, a tudiz podle [4.2.11] existuje S: I — [X]|<¥ tak, Ze plati

(i) (vieI)(ie F(5()),
(i) VfeX){icellfeSH)}e2)

(
(
Diky (i) mfizeme pro kazdé i € I vybrat hodnotu h(i) € A; tak, ze h(i) € f(i) pro viechna
f € S(i). Z (ii) pak pro f € X ihned dostavame

{iel|hG) e fi)yD2{icl|feS()}eZ,
élih ez f (= f). O
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4.3 Existence reflexi

Tvrzeni 4.3.1. Bud W tranzitivni tfida a H elementdrni vnofeni €-struktury (V,€vy) do
(W, ew). Jestlize W = | JRng(H), pak W je skorouniversalni.

Dikaz. Ozna¢me U = Rng(H). Ztejmé U je skorouniversalni, nebot, je-li u C U, plati
u C H(H '[u]) € U. Necht u C W. Nalezneme dokonce mnozinu s € U tak, Zze u C s.
Pro kazdé = € u ozna¢me y(x) mnozinu y € U takovou, ze x € y a C(y) je nejmensi mozné.
Z predpokladu W = |JU plyne, Ze y(x) existuje pro kazdé = € u. Plati {y(z) |x € u} C U,
a existuje tedy t € U tak, ze {y(z) | v € u} C t. Ztejmé u C |Jt. Bud s € U takové, ze
[s = Ut]Y. Z elementarity H a tranzitivity W vyplyva, ze s = |Jt, a tedy u C s. O

Véta 4.3.2 (o reflexi). Pro kazdy nekonecny kardindl  existuje jednoduchd r*-reflexe.

Diikaz. Bud I libovolnd mnozina mohutnosti . Podle existuje x-dobry Nj-netplny
ultrafiltr Z na I. Necht (Vz, €z) je ultramocnina universa mnozin (V, €y). Podle je
e-struktura (Vz, €7) extenzionalni a z tedy plyne, Ze existuje tranzitivni tiida W a
izomorfismus F' e-struktur (Vz, €z) a (W, €y). Oznaéme H zobrazeni F o K: V — W, kde
K je kanonické vnoteni (V, €y) do (Vz, €5). Ukdzeme, ze (H, W) je jednoducha r*-reflexe.

Podle[d.2.6]je K elementarni vnofeni e-struktury (V,ev) do (Vz,€z),atedy H = FoK
je elementarni vnoreni (V,ey) do (W, ey ). Z véty a toho, ze F je izomorfismus, je
patrné, ze tiida W je kT-saturovana.

Nyni sta¢i dokazat jednoduchost; z ni podle a predeslého tvrzeni dostaneme, ze W
je skorouniversilni, coZ jiz znamend, ze (W, H) je ' -reflexe. Ozna¢me tedy U = Rng(H)
a polozme J = H(I), D = F(Id[I). Ztejmé D € J € U, nebot Id|1 € K(I). Ovéfime
rovnost W = U[J, D]. Bud y € W. Existuje zobrazeni f € IV takové, ze F(f) = y. Snadno
se nahlédne, Ze plati

[K(f) je zobrazeni & Dom(K(f)) = K(I) & (K(f))Ad[I) = f],,.
Je tedy ziejmé, ze plati [H(f) je zobrazeni & Dom(H(f)) = J|V a (H(f))(D) = y. O

Pozndamka 4.3.3. Predpokladejme, ze (H,W) je néjakd r-reflexe. Je-li X C Ur libovolna
tfida urelementt a Ur — X je vlastni tfida, je rovnéz Ur — H[X] vlastni tfida a podle
tudiZ zfejmé existuje automorfismus F universa mnozin, takovy, Ze zobrzeni H' =
= F o H je identické na X. Snadno se pak nahlédne, ze (H', F[W]) je k-reflexe a byla-li
(H, W) jednoducha, je jednoduchéd i (H', F[W]). Pravé provedena tivaha spolu s vétou o reflexi
zarucuje v UT existenci (jednoduchych) -reflexi, které jsou navic identické na néjaké predem
zvolené ttfidé urelementtt X takové, ze Ur — X je stile jesté vlastni tfida. Poznamenejme,
Ze tento poznatek muze obcas usnadnit nékteré nestandardni obraty — napf. ztotoznénim
realnych c¢isel s prvky néjaké mnoziny urelementt zaruéime, ze standardni realnd ¢isla jsou pfi
vhodné reflexi realnymi ¢isly i ve smyslu externalnim, apod. Tuto problematiku zde zminujeme
jen na okraj a déle se ji nebudeme zabyvat (podrobnéjsi diskuzi viz v [3]).

4.4 Véty o kardinalnim kolapsu

Véta 4.4.1 (o kardinalnim kolapsu). Bud x nekonecny kardindl. Pak existuje ™ -reflexe
(H, W) takova, ze nasledujici podminka plati pro kazdé X € W:
[H(w) < |X| <270 > | x| = 2¢ (4.2)
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a specialné |H(w)| = |H(2")| = 2".

Diikaz. Necht I je mnoZina mohutnosti x a Z néjaky Ni-netplny x*-dobry ultrafiltr na I.
Bud (Vz, €z) ultramocnina universa mnozin (V, €y), W tranzitivni t¥ida a F' izomorfismus
e-struktur (Vz,€z) a (W, €y), podobné jako v dikazu véty o reflexi. Polozme H = F o K,
kde K je kanonické vnoteni (V, €y) do (Vz, €z). Pak (H, W) je kT -reflexe. Nejprve ukdzeme,
Ze podminka plati pro kazdé X € Rng(H). Necht X = H(Y), kde Y je libovolnad mnozina
takovd, ze [H(w) < |X| < 2HOW Pak w < |Y| < 2% a

X|=|F'X]|=|{feVz|fez K(Y)} =|Yz|.

Z |4.2.12| vyplyva, ze ultrafiltr Z je x-reguldrni, a podle 4.2.10| tudiz plati |Yz| = Y| = 2"~.
Specialné dostavame |H(w)| = |[H(2%)| = 2¢. Je-li X € W a [H(w) < |X| < 2HEW e
2% = [H(w)| < |X] < [H(27)] =2~ O

Definice 4.4.2. Rekneme, ze reflexe (H, W) je r-kolapsujici, jestlize plati |H (k)| = k.

Dusledek 4.4.3. Je-li k nekonec¢ny kardinél, pro ktery plati hypotéza kontinua (tj. 2% = k™),
existuje kT -kolapsujici kT -reflexe.
Tvrzeni 4.4.4. Bud (H,W) k-reflexe a X € W. Je-li X nekonecnd, je | X| > k.

Diikaz. Predpokladejme, ze X € W je nekonefnd mnozina a |X| < k. Vyvodime spor.
Oznatme ¥ = {X — {z} | z € X }. Ztejmé Y C W, |Y| < k a protoze X je nekonecn4,
je Y centrovana. Ze saturovanosti W plyne, Ze existuje y € (Y. Pak ale y € X, a tedy
X —{y} € Y — spor! O

Dusledek 4.4.5. Bud k nekone¢ny kardindl a (H, W) rk-kolapsujici k-reflexe. Necht X € W,
X nekonecéna a (|X| < H(k))W. Pak | X| = k.

Diikaz. Podle je |X| > k. Protoze (H,W) je r-kolapsujici, je H(k) = kK, a tedy
X] < |H(5)| = .

4.5 Jednoduché reflexe

Na zakladé diukazu véty o reflexi 1ze snadno ucinit nasledujici pozorovani:

Pozorovani 4.5.1. Bud Z ultrafiltr na mnoziné I, W tranzitivni tiida a F izomorfismus
e-struktur (Vz,€z) a (W, €w). Ozna¢me H = F o K, kde K je kanonické vnoreni (V, €v)
do (Vz,€z). Pak (H,W) je jednoducha reflexe.

Plati i obracena implikace. Reflexe (H, W) je jednoduché pravé tehdy, kdyz ji lze ziskat
popsanou metodou z ultramocniny universa mnozin:
Véta 4.5.2. Necht (H,W) je jednoducha reflexe, U = Rng(H), D € J € U, W = U|J, D).
Oznac¢me I tu mnozinu, pro kterou H(I) = J. Pak Z = {u C I | D € H(u) } je ultrafiltr
na I a zobrazeni F: V; — W takové, ze F(g) = (H(g))(D) pro kazdé g € Vz, je izomor-
fismus ultramocniny (Vz,€z) a (W, €w); je-li K kanonické vnofeni €-struktury (V,€vy) do
(Vz,€z),je H=FoK.
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Dikaz. Oveérit, ze Z je ultrafiltr je snadné. VSimnéme si, ze z definice ultrafiltru Z vyplyva
pro libovolna zobrazeni f,g € 'V

f=zg9={icl|fi)=y()} € Z < (H(f))D)=(H(9)D) (4.3)

Zobrazeni I je na, nebot pro kazdé y € W existuje diky jednoduchosti g € 'V tak, ze

(H(9))(D) =y, odkud podle definice F' a (4.3)) plyne F(g) = v.
F je prosté, nebot kdykoli f, g jsou dva rtuzné prvky tiidy Vz, je podle (4.3) (H(f))(D) #

# (H(9))(D), ¢ili F(f) # F(g).
Necht f,g € Vz. Oznacime-li u={i € I'| f(i) € g(i) }, plati analogicky:

fezgeoueZ e DeHu) < (H())(D)e (H(g)D) < F(f) € Fg).

F' je tedy izomorfismus €-struktur (Vz, €z) a (W, ew).
Bud z mnozina. Pak F(K(z)) = (H(K(z)))(D) = (H(I x {z}))(D) = H(x). O

Ve zbytku tohoto odstavce ukazeme, Ze pomoci ultraproduktu miizeme z daného souboru
reflexi konstruovat nové reflexe. Soucasné uvidime, ze takova konstrukce zachovava jedno-
duchost. Vyjdeme-li tedy z jednoduchych reflexi, ziskame jejich ultraproduktem opét jedno-
duchou reflexi. Specidlnim pripadem této konstrukce, jak ukazeme, je ,skladani“ reflexi. Na
zévér pak uvedeme piiklad x-reflexe, ktera neni jednoducha.

Lemma 4.5.3. Bud I libovolna mnozina, Z ultrafiltr na I. Bud déle pro kazdé i € I déana
dvojice (J;, Z;), kde Z; je ultrafiltr na J;. Oznac¢me J disjunktni sjednoceni souboru (J; | i € I)
av;: J; — J i-té vnoreni, tj.

3=t x i ) =(i.g) (i€l jels).

el
Mnozina Z C 2(J) takova, ze pro vSechna u C J plati
ueZe{icl|vtuezlez,
je ultrafiltr na mnoziné J.

Diikaz. Ziejmé () ¢ Z. Je-liu € Z, u Cv € #(J), pak pro kazdé i € I plati l/l._l[u] - Vi_l[’U],
a tedy v € Z. Necht u,v € Z. Pak i uNwv € Z, nebot

{ilv Y unvl e Ziy={i|lv; e Zyn{i|v e Zi} e Z
Necht koneéné u ¢ Z. Potom

I—{ilvi'weZi}y={ilvy'u ¢ Z}=
={i|Ji—vi'uleZy={i|v; {d-ul€Z}e€Z,

tudiz J —u € Z. O

Definice 4.5.4. Ultrafiltr Z popsany v predeslém lemmatu nazyvame soucinem souboru
ultrafiltra (Z; | i € I) podle Z.

Lemma 4.5.5. Necht Z je ultrafiltr na mnoziné I. Pak plati:
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(i) Jestlize (A; |i € I) a (B, | i € I) jsou soubory €-struktur takové, ze U; = B, pro kazdé

(ii)) Necht je pro kazdé i € I dana mnozina J;, ultrafiltr Z; na J; a soubor €-struktur
;5 | j € Ji). Oznac¢me § disjunktni sjednoceni souboru (J; | i € I) a Z soucin souboru
ultrafiltra (Z; | i € I) podle Z. Pak plati

HI/Z (HJZ./ZZ, Qlw) = Hg/zﬁi,j.

Dikaz. Ad (i). Necht F; oznacuje izomorfismus A; a B; (i € I). Pro kazdé i € I a kazdé
[ €1l;/z Ai polozme F(f) = g, kde g(i) = F;(f(i)). Zobrazeni F': [[;,, Ai — [1;/7 Bi Je,
jak se snadno nahlédne, hledanym izomorfismem.

Ad (ii). Definujme zobrazeni F': [[;,5 4i; — [1;/7 (HJi/Zi A; ;) tak, ze pro f € 152 Ai;
polozime F(f) = g, kde g(i) = f o v;. Neni tézké ovéfit, ze F' je hledany izomorfismus. O

Véta 4.5.6. Necht Z je ultrafiltr na mnoziné I a necht ((H;, W;) | i € I) je soubor reflexi.
Bud L: V — [[;,; Wi zobrazeni takové, Ze L(x) = fu, kde f.(i) = Hy(z) (i € I, x € V). Bud
dile W tranzitivni tfida a F izomorfismus €-struktur [[;,,(Wi, €w,) a (W, €w). PoloZme
H = F o L. Potom je (H,W) reflexe a je-li pro vSechna i € I reflexe (H;, W;) jednoduchd, je
i (H,W) jednoducha.

Dikaz. Dokazat, ze tiida W je skorouniversalni je celkem snadné. K ovéfeni, ze (H, W) je
reflexe tedy staci ukazat, Ze L je elementérni vnofeni €-struktury (V, €v) do [[;,, (Wi, €w;).
Necht ¢ je formule v jazyce <€> se vSemi volnymi proménnymi mezi z1,...,2, a necht
ai,...,a, € V. Pak plati

p(ai,...,a,) < (pro kazdé i € I plati "Vi(Hi(a1),..., Hi(a,))) &
- @Z(L(al), e L(an))

Necht jsou navic vSechny (H;, W;) jednoduché. Pak podle pro kazdé ¢ € I existuje
mnozina J;, ultrafiltr Z; na J; a izomorfismus F; e-struktur (Vz,,€z,) a (W;, ew,) tak, ze
H; = F; o Kj, kde K; je kanonické vnofeni (V, €y) do ultramocniny (Vz,, €z,). Oznac¢ime-li
J disjunktni sjednoceni souboru (J; | i € I) a Z ultrafiltr na J, ktery je soucinem souboru
(Z; | i € I) podle Z, pak na zakladé predeslého lemmatu dostavame:

(Va,e) =[], (Vzoez) =[] (Wi ew,) = (W, ew).

1/Z 1/Z

Snadno se navic nahlédne, ze takto ziskany izomorfismus G €-struktur (Vg, €4) a (W, ew)
splituje rovnost H = Go K, kde K je kanonické vnoteni (V, €y) do (Vg, €z). Reflexe (H, W)
je tedy podle jednoducha. O

Véta 4.5.7. Necht (Hy,W7), (Ha, W3) jsou jednoduché reflexe. Oznacme H = Hy o Hy a
W = J(H2[W1]). Pak (H,W) je opét jednoducha reflexe.

Diikaz. Proi = 1,2 bud J; mnozina, Z; ultrafiltr na J; a F; izomorfismus e-struktur (Vz,, €z,)
a (W;, Z;) takovy, ze H; = F o K;, kde K; je kanonické vnofeni (V, €y) do (Vz,, €z,). Necht
7: 72V — Vg, oznacuje kvocientové zobrazeni t¥idy “2V podle relace =y, . Protoze (1) 7, C©
C 2W; C 2V, je zobrazeni G = & [ (W), ziejmé izomorfismus €-struktur (W1, €w,) 4,
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a (Vzy,€2,)|xjawy)- K diikazu véty nyni postaci, nalezneme-li izomorfismus F' €-struktur
(W1, €w,) 4, a (W, €w) takovy, ze H = Fo L, kde L = G~ ' o K, o Hy odpovida zobrazeni L
z predchozi véty:

Bud f € (W1)g,. Polozme F(f) = F2(G(f)). Vzhledem k tomu, Ze F» i G jsou izomorfismy
e-struktur, sta¢i dokazat, ze Rng(F) = W. Necht a € W. Existuje prvek b € Ha[W;] C Wy
takovy, ze a € b. W3 je tranzitivni, a tedy a € Ws. Oznaéme f, g prvky 2V takové, 7e a =
= Fy(m(f)) a b = Fa(n(g)), pficemz Rng(g) C Wi. Jelikoz Fy je izomorfismus, plati f €z,
g, a lze tedy predpokladat, ze Rng(f) C Wi, nebot t¥ida Wi je tranzitivni Pak ovsem
F(G™Y(n(f))) = a, a tedy a € Rng(F). Bud naopak f € (W1),,. Podle @Ije tfida
W1 skorouniversalni, a tedy existuje s € W tak, ze Rng(f) C s. Pak 7(f ) , Ks(s), odkud
F(f) = F»(G(f)) € Ha(s) € Ha[W1], tudiz F(f) € W. O

V nasledujicim tvrzeni uzivame oznaceni z definice (3.3.1
Tvrzeni 4.5.8. Bud u C Ur, u # (. Pak plati:

(i) (VAu, €yay) je elementarni podstruktura v (V, ev) [
(ii) Bud F izomorfismus (V,€v) a (VAu, Eyay). Pak

(a) (F, V) je reflexe, ktera neni jednoducha.
(b) Je-li (H, W) néjaka k-reflexe, je (H o F, W) k-reflexe, ktera neni jednoducha.

Dikaz. Nejprve dokdzeme (VAu, Evay) < (V,Ev). Bud ¢ formule jazyka <€> se vSemi
volnymi proménnymi mezi x1,...,2, aa,...,a, € VAu. Polozme t = TC({al, ...,an}). Bud
F izomorfismus €-struktur (V,€v) a (VAu, €v,y). Zobrazeni f = F [ F~[t] je podobnost
a tedy existuje automorfismus universa mnozin G takovy, ze f C G. Nyni zfejmé plati:

goVA“(al, oy & o(F Yay),...,F  a,)) &
o(G(FHar)),...,G(F Han))) & p(a,...,a,).

Nyni se vénujme tvrzeni (ii). Podle (i) je zobrazeni F' zaroven elementérni vnofeni a protoze
V Au je kotranzitivni, je (F, V) reflexe. Navic, protoze V # | JRng(F') = V Au, nemize byt
(F, V) jednoducha. Bud (H, W) néjaka r-reflexe. Snadno se nahlédne, ze H o F' je elementarni
vnoteni do W. Protoze tiida W je k-saturovand a W # | JRng(H o F), je (Ho F, W) k-reflexe,
ktera neni jednoduché. O

(4.4)

4.6 Mnoziny invariantni vuci reflexim, orbity nestandardnich
prirozenych cisel

V kapitole o automorfismech jsme ukazali, ze WF je tfida pravé téch mnozin, které jsou
invariantni vic¢i véem automorfismtm. Nyni ukdZeme, Ze oborem mnozin invariantnich viaci
reflexim je mnozina p,,.

Tvrzeni 4.6.1. Bud (H, W) reflexe.
(i) Zobrazeni H je identické na p,,.
(ii) Je-li W N;-saturovand, je W N WF = p,,.

4viz téz
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(iii) p,, je mnozinou téch prvkii, které jsou invariantni viici reflexim.

Dikaz. Tvrzeni (i) plyne z Bud W N;-saturovana a x € W —p,,. Ukazeme, ze x ¢ WEF.
Pro kazdé n € w definujme internalné (tj. ve (W, €y))

Py ={feW| f jezobrazeni & n € Dom(f) € H(w) &
& Rng(f) € TC({z}) & (Vv € Dom(f))(v > 0= f(v) € f(v—1)) }.

Protoze = ¢ p., je PY O Py | # 0 pro kazdé n € w. Ozna¢me X = {P7 | n € w}. Pak
X CW, |X| < Xy, X je centrovany systém, tedy existuje f € (| X. Specidlné w C Dom(Jf)
axz=f(0)>f(1)> f(2)>...,¢liz ¢ WF. Tvrzeni (iii) je snadnym disledkem predeslych
dvou, uvédomime-li si, Ze nalézt reflexi, kterda ,,pohne“ danou mnozinou = ¢ WF, je s pomoci
automorfismii snadné. O

ProtozZe tvrzeni (i) plati dokonce pro libovolné elementarni vnofeni, je p,, dokonce oborem
mnozin, které jsou invariantni vici vSem elementarnim vnofenim.

Nyni se budeme vénovat otazce struktury orbitalni ekvivalence na nestandardnich priro-
zenych éislech. Necht x je nespocetny kardindl a (H, W) k-reflexe. Uvazujme nestandardni
pfirozené ¢islo v € H(w) — w. Relace €, je linedrnim usporddanim na mnoziné v, které
diky k-saturovanosti t¥idy W neni dobré (viz predeslé tvrzeni). Muzeme se ptat, jaké ex-
terndlni vlastnosti toto usporadani ma. Snadno se napiiklad nahlédne, ze usporadani (tedy
e-struktury) (v, €,) a (v + 1, €,41)| jsou izomorfni (tj. v fe¢i podobnosti v & v + 1). Plati
vsak vic:

Tvrzeni 4.6.2. Bud k nespocetny kardinél, (H, W) k-reflexe. Pak pro kazdé v € H(w) plati:
() Mo 2{ne Hw) —w||pl = v}
(ii) je-li navic (H, W) k-kolapsujici, je [v]e 2 H(w) — w.

Cast (ii) plyne ihned z tvrzeni (i) a Dikaz (i) se opird o nasledujici tvrzeni technic-
kého razu:

Tvrzeni 4.6.3. Oznacme L = (<,0,I,S,P) jazyk s jednou binarni relaci <, dvéma kon-
stantami 0,1 a dvéma undrnimi funkénimi symboly S, P. Pro kazdé v € H(w) — w definujme
internalné prezentovany model M, = (v, <Y, 0", 1", S" P") jazyka L tak, aby platilo (inter-
nélné): <V =€,,0"=0,1I" =v —1 a pro kazdé u € v

uw+1, pokudpu+1ev
S(k) =14, 3
I jinak,
uw—1, pokud p >0
P(u) = { y
0 jinak.
Pro kazdé ay, . ..,an—1 € v (n € w) navic polozme
A (ag, ... an_1) ={ ¢ € Fn(L) | ¢ je atomickd & M, |= ¢lag, ..., an_1] }.

Pak pro {ag,...,an_1),(bo,...,bu_1) € V" je A (ag,...,an_1) = A" (b, ..., b,_1) pravé
tehdy, kdyz pro kazdou formuli ¢ € F,,(L) plati

m,/ ): (qb[ao, ey an_l] <~ (;5[()0, e bn—l])-

Pieme-li v + 1 mame pochopitelné na mysli mnozinu v U {v} € H(w).
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Na zakladé uvedeného tvrzeni, které zde nebudeme dokazovat, pirestoze dikaz neni obtizny,
Ize jiz snadno nahlédnout, ze pro v, € H(w) — w, plati M, = M, a v disledku principu
r-kategori¢nosti M, = M, jestlize |v| = |u|.
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