
10. Cvičeńı z MA II. (26.4.2017)

Ještě parciálńı derivace.
1. Druhé parciálńı derivace se mohou lǐsit v závislosti na pořad́ı derivaćı:

f(x, y) = xy pro |x| ≥ |y| a f(x, y) = 0 pro |x| < |y|

Tečná nadrovina. Nechť G ⊂ Rn otevřená, a ∈ G, f ∈ C1(G). Tečnou
nadrovinou ke grafu funkce f v bodě [a, f(a)] rozumı́me graf fce T, x ∈ Rn:

T : x 7→ f(a) +
∂f

∂x1
(a)(x1 − a1) + · · ·+ ∂f

∂xn
(a)(xn − an)

1. Anuloid A = (x2 + y2 + z2 + 12)2 − 64(x2 + y2) = 0 popǐste jako sjednoceńı
graf̊u dvou fćı dvou proměnných. Existuje k tomuto anuloidu tečná rovina v
bodě [0, 3,

√
3]?

2. Nechť f(x, y) = −x2 − y2 + 2x + 4y − 4.
Určete tečnu T , která je kolmá k př́ımce {[t, t, t] ∈ R3; t ∈ R}. Ve kterém bodě
prot́ıná T př́ımku {(0, 0, t) ∈ R3; t ∈ R}?

Derivace složených funkćı – řet́ızkové pravidlo.
3. Derivujte podle všech proměnných (derivace složených funkćı – řet́ızkové
pravidlo):

(a) funkci t→ u, kde u = ex−2y, x = sin t, y = t3

(b) funkci t→ z, kde z = arcsin(x− y), x = 3t, y = 4t3

(c) funkci (r, ϕ)→ z, kde z = x2y − xy2, x = r cosϕ, y = r sinϕ

Lokálńı a globálńı extrémy funkce
Co to je Hessova matice funkce f v bodě a? Co znamená, že je matice pozitivně
/ negativně (semi)definitńı / indefinitńı? Kdy to nastává?

Sylvestrovo kritérium: Kvadratická forma q : Rn → R je
(i) pozitivně definitńı, jestliže všechny hlavńı subdeterminanty matice jsou kladné;
(ii) negativně definitńı, jestliže hlavńı subdeterminanty stř́ıdaj́ı znaménka (poč́ınaje
záporným);
(iii) indefinitńı, jestliže všechny hlavńı subdeterminanty matice jsou nenulové a
neplat́ı (i) ani (ii).

1. Najděte všechny lokálńı extrémy následuj́ıćıch funkćı:

(a) f(x, y) = x(3− x2)− y2



(b) f(x, y) = x3

3 − xy + y2

2

(c) f(x, y, z) = −x3 + 3xz + 2y − y2 − 3z2

(d) f(x, y, z) = x + y2

4x + z2

y + 2
z

(e) f(x, y) = 27xy2 + 14x3 − 69x− 54y

2. Vyšetřete extrémy následuj́ıćıch funkćı na zadané množině:

(a) f(x, y) = xy2 na M = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 = 1}

(b) f(x, y) =
√

3x− y + 2 na M = {[x, y] ∈ R2;x2 + 2x + y2 = 0}

Domáćı úkol na 2.5.2017:
1. Nechť funkce (u, v, w) → f(u, v, w) má spoj. parc. der. 2. řádu na R3.
Spoč́ıtejte parc. der. 2. řádu funkce p(x, y, z) = f(x, xy, xyz).

2. Vyšetřete globálńı extrémy funkce f(x, y) = (x2 + 7y2) · e−5x2−2y2

na R2.

3. Najděte všechny lokálńı extrémy funkce f(x, y) = xy
√

1− x2 − y2 na R2.



Řešeńı:
geometrie

1. z = y√
3
, Df : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 36, spojitost na Df , ex. parc. der. na okoĺı b. [0, 3],

jsou spoj. v b. [0, 3]

2. tečna z = f( 2
3
, 5
3
) − (x− 2

3
) − (y − 5

2
), prot́ıná x v b. [0, 0, ? 17

2
]

y = 0, x2 + y2 = 1}

Řešeńı:
1a. ostré lok. max. v b. (1, 0), v b. (−1, 0) neńı lok. extrém

1b. ostré lok. min. v b. (1, 1), v b. (0, 0) neńı lok. extrém

1c. ostré lok. max. v b. ( 1
2
, 1, 1

4
), v b. (0, 1, 0) neńı lok. extrém

1d. ostré lok. min. v b. ( 1
2
, 1, 1), ostré lok. max. v b. −( 1

2
,−1,−1)

1e. ostré lok. min. v b. (1, 1), ostré lok. max. v b. (−1,−1), v b. (± 3√
14
,
√
14
3

) neńı lok.

extrém

2a. ostré lok. max. v b. (−1, 0), (
√

1
3
,±

√
2
3
), ostré lok. min. v b. (1, 0), (−

√
1
3
,±

√
2
3
)

2b. lokálńı=globálńı minimum v b. (−
√
3+2
2

, 1
2
), lokálńı=globálńı maximum v b. (

√
3−2
2

,− 1
2
)


