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Aplikace určitého integrálu.

1. Plocha pod křivkou.

Pro křivku y = f(x) (pro x ∈ 〈a, b〉) má plocha pod křivkou obsah
∫ b

a
f(x) dx.

Je-li křivka dána parametricky x = φ(t), y = ψ(t) (pro t ∈ 〈a, b〉; φ(t) a ψ(t)
spojité; φ(t) ryze mon. se spoj. derivaćı na 〈a, b〉), pak je plocha pod touto křivkou∫ b

a
ψ(t)φ′(t) dt.

Najděte obsah omezené rovinné oblasti ohraničené křivkami:

(a) sinusovkou na 〈0, π〉
(b) y = x2, y = x
(c) y = cosx, y = sinx, x = 0
(d) y = 1√

1−x2
, y = 1

1+4x2 , x = 1
2

√
3

(e) Určete plochu obdélńıku.

2. Délka křivky.

Délka křivky y = f(x) (x ∈ 〈a, b〉) je dána předpisem
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Délka křivky dané parametricky x = φ(t), y = ψ(t) (pro t ∈ 〈a, b〉; φ(t) a ψ(t) maj́ı

spoj. derivace na 〈a, b〉) je
∫ b

a

√
φ′(t)2 + ψ′(t)2 dt.

(a) Najděte délku křivky y = 2
3
x

3
2 na intervalu x ∈ 〈0, 3〉.

(b) Spoč́ıtejte délku kružnice o poloměru r.

3. Objem rotačńıho tělesa.
Objem rotačńıho tělesa vzniklého rotaćı křivky y = f(x) (x ∈ 〈a, b〉) kolem osy x je∫ b

a
πf(x)2 dx.

(a) Nechť M je oblast ohraničená grafem funkce f(x) =
√
x · sinx a osou x na

intervalu 〈0, π〉. Vypočtěte objem rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı M kolem
osy x.

(b) Ověřte vzorec pro výpočet objemu kužele s poloměrem podstavy r a výškou v.
(c) Nekonečný “trychtýř” vzniklý rotaćı funkce f(x) = 1

x
pro x ∈ 〈1,∞) kolem

osy x.

(d) Těleso vzniklé rotaćı funkce y = 3
√
x pro y ∈ [1, 2] kolem osy y.

Tip (nenapadne-li vás něco lepš́ıho): Guldinovo pravidlo pro objem: Objem
rotačńıho tělesa vzniklého rotaćı rovinné množiny M kolem př́ımky p, neprot́ınaj́ıćı
množinu M , je rovna součinu obsahu množiny M a délky kružnice o poloměru
rovném vzdálenosti těžǐstě množiny M od p.



4. Povrch rotačńıho tělesa
Povrch tělesa vzniklého rotaćı křivky y = f(x) (x ∈ 〈a, b〉) kolem osy x je

∫ b

a
2πf(x)

√
1 + (f ′(x))2 dx.

(a) Paraboloid (satelitńı anténa) vzniklá rotaćı křivky y = c
√
x pro x ∈ 〈0, b〉.

(Reálné parametry by mohly být b = 0.3m, c = 1.8m1/2).

(b) Anuloid vniklý rotaćı kružnice o poloměru r kolem osy procházej́ıćı rovinou
kružnice a vzdálené R od jej́ıho středu;

(d) Jednod́ılný hyperboloid (chlad́ıćı věž elektrárny) daný rovnićı
(
x
a

)2
+
(
y
b

)2 −(
z
c

)2
= 1

(U Temeĺına je patńı pr̊uměr 130.7m, pr̊uměr v koruně 82.6 m, výška 155 m. Dost
jistě je a = b, c už lze dopoč́ıtat.)

(e) Nekonečný “trychtýř” vzniklý rotaćı funkce f(x) = 1
x

pro x ∈ 〈1,∞) kolem
osy x.

Tip: Guldinovo pravidlo pro povrchy: Plocha rotačńı plochy vytvořené ro-
taćı rovinné křivky φ kolem př́ımky p je rovna součinu délky křivky φ a obvodu
kružnice o poloměru rovném vzdálenosti těžǐstě křivky φ od p.

5. Odhady sum – integrálńı kritérium.

(a)
∑∞

n=1
1
ns (s > 0) (b)

∑∞
n=1

1
n·logn

(c) Odhadněte (pomoćı integrálu) velikoxt n! .
Tip: Použijte logaritmu.

Domáćı úkol na 18.4.2016:

1. Určete plochu elipsy.
2. Určete délku křivky y = a

2
(e

x
a + e−

x
a ) na intervalu x ∈ 〈0, γ〉

(kde a, γ > 0 parametry)
3. Určete objem anuloidu (duše od pneumatiky) vzniklého rotaćı kružnice o

poloměru r kolem osy procházej́ıćı rovinou kružnice a vzdálené R od jej́ıho
středu.
Tip: rovnice anuloidu . . . (x2 + y2 + z2 +R2 − r2)2 = 4R2(x2 + y2)


