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A. PŘIROZENÁ, RACIONÁLNÍ a REÁLNÁ ČÍSLA

1. Dokažte, že racionálńıch č́ısel je spočetně (tj. že existuje bijekce mezi přirozenými
a racionálńımi č́ısly, N ↔ Q).

B. Jak prob́ıhá d̊ukaz MATEMATICKOU INDUKCÍ?

1. Dokažte, že pro všechna přirozená n plat́ı:
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n pro n ≥ 2 (e) Vypoč́ıtejte pro x ∈ R:
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2. Dokažte tzv. de Morganova pravidla pro množiny A a Bi (i = 1 .. n):
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3. Dokažte pro všechna přirozená n:

(a) (2n)! < 22n(n!)2 (b) n2 ≤ 2n

4. Dokažte pro všechna přirozená n a reálná x taková, že 0 ≤ xk ≤ π :
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Bonus: Dokažte AG nerovnost pro všechna xi ∈ R, xi ≥ 0 a n ∈ N :
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C. VÝROKOVÁ LOGIKA (ještě z minulé hodiny)

8. Rozhodněte o pravdivosti a negujte:

(a) ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∀z ∈ N plat́ı: z > x⇒ y < z

(b) ∃y ∈ N ∀x ∈ N ∀z ∈ N plat́ı: z > x⇒ y < z

(c) ∃y ∈ N ∀x ∈ N ∀z ∈ R plat́ı: z > x⇒ y < z

9. Dokažte, že následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

(a) A⇒ B, ¬B ⇒ ¬A, ¬(A&¬B), ¬A ∨B

(b) (A⇒ B)⇒ C, A⇒ (B ⇒ C)

10. Který z následuj́ıćıch výrok̊u je silněǰśı?

(a) ∀x ∈ R ∃K > 0 , K ∈ R takové, že |f(x+ 1)− f(x)| ≤ K

(b) ∃K > 0 , K ∈ R ∀x ∈ R takové, že |f(x+ 1)− f(x)| ≤ K

Domáćı úkol: Dokažte pro všechna přirozená n, kde e je základ přirozeného
logaritmu:

(n
e )n ≤ n! ≤ (n+1

2 )n

(Nápověda: pro horńı odhad lze už́ıt AG nerovnost; dále plat́ı (1 + 1
n )n ≤ e)


