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Tečná nadrovina. Nechť G ⊂ Rn otevřená, a ∈ G, f ∈ C1(G). Tečnou
nadrovinou ke grafu funkce f v bodě [a, f(a)] rozumı́me graf fce T, x ∈ Rn:

T : x 7→ f(a) +
∂f

∂x1
(a)(x1 − a1) + · · ·+ ∂f

∂xn
(a)(xn − an)

1. Anuloid A = (x2 + y2 + z2 + 12)2 − 64(x2 + y2) = 0 popǐste jako sjednoceńı
graf̊u dvou fćı dvou proměnných. Existuje k tomuto anuloidu tečná rovina v
bodě [0, 3,

√
3]?

2. Nechť f(x, y) = −x2 − y2 + 2x + 4y − 4.
Určete tečnu T , která je kolmá k př́ımce {[t, t, t] ∈ R3; t ∈ R}. Ve kterém bodě
prot́ıná T př́ımku {(0, 0, t) ∈ R3; t ∈ R}?

Věta o implicitńıch funkćıch.

1. Je zadaná funkce F (x, y) a dvě č́ısla x0, y0 taková, že F (x0, y0) = 0. Dokažte,
že v nějakém okoĺı U bodu (x0, y0) existuje funkce f = f(x) splňuj́ıćı podmı́nky
f(x0) = y0 a F (x, f(x)) = 0 pro všechna x ∈ U . Určete f ′(x0) a f ′′(x0).

(a) F (x, y) = x2 + y2 − 4x− 10y + 4, (x0, y0) = (6, 2)

(c) F (x, y) = x2 − xy + 2y2 + x− y − 1, (x0, y0) = (0, 1)

2. Funkce f = f(x, y) je dána implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0 a podmı́nkou
f(x0, y0) = z0. Určete derivace f podle všech proměnných (a vypoč́ıtejte pro
zadané body).

(a) F (x, y, z) = x2 + 2y2 − 3z2 + 2xy − 2z + 3, (x0, y0, z0) = (−1, 2,−2)

(b) F (x, y, z) = cos2 x + cos2 y + cos2 z − 1, (x0, y0, z0) = (π3 ,
π
2 ,

π
6 )

(c) F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5, (x0, y0, z0) = (1,−6, 0)

3. Ukažte, že zadanou množinu M lze na okoĺı daného bodu a popsat jako graf
funkce f . Spočtěte jej́ı (parc.) derivace prvńıho a druhého řádu v př́ıslušném
bodu.

(a) M = {(x, y) ∈ R2; (x2 + y2)2 − 2(x2 − y2) = 0} v okoĺı b. (
√
3
2 , 1

2 )

(b) M = {(x, y) ∈ R2; log
√
x2 + y2 = arctg y

x} v okoĺı b. (1, 0), kde f(1) = 0



(c) M = {(x, y, z) ∈ R3; x sin z + y cos z − ez = 0} v okoĺı b. (2, 1, 0),
kde f(2, 1) = 0. Napǐste rovnici jej́ı tečny v b. (2, 1, 0).

Co to je lokálńı / globálńı extrém funkce f : G → R (G ⊂ Rn otevřená)?
Jaké jsou nutné podmı́nky pro to, aby fce měla v bodě a extrém? Co to jsou
stacionárńı body?

4. Najděte všechny lokálńı extrémy následuj́ıćıch funkćı:

(a) f(x, y) = x2 + |arctg y| − x8

(b) f(x, y) = (|x|+ |y|)2 − (|x|+ |y|)4

(d) f(x, y) = xy log(x2 + y2)

Domáćı úkol na 12.5.2014:

(1) Je zadaná funkce F (x, y) a dvě č́ısla x0, y0 taková, že F (x0, y0) = 0. Dokažte,
že v nějakém okoĺı U bodu (x0, y0) existuje funkce f = f(x) splňuj́ıćı
podmı́nky f(x0) = y0 a F (x, f(x)) = 0 pro všechna x ∈ U . Určete f ′(x0) a
f ′′(x0).

F (x, y) = x sin y − cos y + cos 2y, (x0, y0) = (1, 0) [1 bod]

(2) Najděte všechny lokálńı extrémy funkce f :

f(x, y) = xy
√

1− x2 − y2 [2 body]



Řešeńı:
geometrie

1. z = y√
3
, Df : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 36, spojitost na Df , ex. parc. der. na okoĺı b. [0, 3],

jsou spoj. v b. [0, 3]

2. tečna z = f( 2
3
, 5
3
)− (x− 2

3
)− (y − 5

2
), prot́ıná x v b. [0, 0, ? 17

2
]

totalnÍ diferenciál, derivace ve směru:

1a. f ′(6) = 4
3
, f ′′(6) = 25

27

1b. f ′(0) = f ′′(0) = 0

1c. f ′(0) = 0, f ′′(0) = f ′′′(0) = − 2
3

2a. ∂f
∂x

(−1, 2) = − 1
5
, ∂f
∂y

(−1, 2) = − 3
5

2c. ∂f
∂x

(1,−6) = 6, ∂f
∂y

(1,−6) = − 1
2

3a. f ′(
√
3

2
) = 0 , f ′′(

√
3

2
) = 23

4
(?)

3b. f ′(1) = 1 , f ′′(1) = 2

3c. T (x, y) = 0 · (x− 2)− 1 · (y − 1) = 1− y

4a. ostré lok. min. v b. (0, 0), v b. (± 6
√

1
4
, 0) neńı lok. extrém

4b. ostré lok. min. v b. (0, 0); neostré lok. max. na mn. {(x, y) ∈ R2; |x|+ |y| = 1√
2
}

4d. ostré lok. min. v b. ( 1√
2e
, 1√

2e
) a (− 1√

2e
,− 1√

2e
), ostré lok. max. v b. ( 1√

2e
,− 1√

2e
)

a (− 1√
2e
, 1√

2e
), v b. (±1, 0), (0,±1) neńı extrém

Dú 1. ∂f
∂x

(π
3
, π
2

) = −1, ∂f
∂y

(π
3
, π
2

) = 0

Dú 2. vnitřek: ostré lok. max. v b. ( 1√
3
, 1√

3
) a (− 1√

3
,− 1√

3
), ostré lok. min. v b.

(− 1√
3
, 1√

3
) a ( 1√

3
,− 1√

3
), v počátku neńı extrém; hranice: lok. min. v bodech {(x, y) ∈

R2;xy > 0, x2 + y2 = 1}, lok. maximum v b. {(x, y) ∈ R2;xy < 0, x2 + y2 = 1},
sedlový bod v bodech {(x, y) ∈ R2;xy = 0, x2 + y2 = 1}


