
10. Cvičeńı z MA II. (4. a 5. 5. 2011)

Co to je (totálńı) diferenciál funkce f : G→ R (G ⊂ Rn otevřená) v bodě a ∈ G
(znač́ıme Df(a))?
Jak souviśı totálńı diferenciál s parciálńımi derivacemi?

1. Ověřte podle definice, že lineárńı funkce L(h1, h2) = 2(h1+h2) je diferenciálem
funkce f(x, y) = x2 + y2 v bodě (1, 1).

2. Dodefinujte funkci f(x, y) = x3y
x2+y2 na R2 tak, aby měla totálńı diferenciál ve

všech bodech a spočtěte ho.

3. Vyšetřete, zda lze funkci f(x, y) = x+y
x2+y2 log(1 + xy) dodefinovat v nějakém

okoĺı počátku tak, aby v něm měla diferenciál.

Co to je směrová derivace? Jak souviśı totálńı diferenciál s derivacemi ve směru?

4. Vypočtěte derivace následuj́ıćıch funkćı f v zadaných směrech h v zadaných
bodech a:

(a) f(x, y, z) = x2 +y2−z2 ve směru h = (−1, 1, 1) v bodě a = (1, 2,−1)
(Jak byste postupovali, pokud byste chtěli využ́ıt pouze definice směrové
derivace?)

(b) f(x, y) = arctg xy ve směru h = (−1√
2
, −1√

2
) v bodě a = (1, 1)

(c) f(x, y) = ex−y2
ve směrech (1, 0), (−1, 0), (1, 1) v bodě (0, 0)

(d) f(x, y, z) = sin(xyz) ve směru (2, 1, 1) v bodě (1, 1, 0)

(e) Určete směrové derivace funkce f(x, y, z) = 3
√

x3 + y3 + z3 v bodě (0, 0, 0).
Rozhodněte, zda v tomto bodě existuje diferenciál.

5. Vypočtěte totálńı diferenciál následuj́ıćıch funkćı f :

(a) f(x, y) = x
y (b) f(x, y) = exy (c) f(x, y, z) = xy + yz + xz

6. Ukažte, že pro malá x a y plat́ı:

(a) arctg x+y
1+xy ≈ x + y (b) (1 + x)m(1 + y)n ≈ 1 + mx + ny

(c) ln(1 + x) ln(1 + y) ≈ xy



Domáćı úkol na 11. a 12. 5.

1. Buď dána funkce
f(x, y) = log(x + y2)

(a) Najděte definičńı obor D funkce f a načrtněte jej.
(b) Vypoč́ıtejte gradient funkce ∇f(x, y) v bodě [0, 1].
(c) Je funkce f v bodě [1, 1] diferencovatelná? Pokud ano, napǐste jej́ı totálńı
diferenciál v tomto bodě.
(d) Aproximujte hodnotu funkce f v bodě [0, 04; 0, 99] pomoćı totálńıho difer-
enciálu Df(0,1).
(e) Napǐste rovnici tečné roviny a normály ke grafu f v bodě [1, 1, 0].

2. Př́ıklad 4a (viz výš).

3. Př́ıklad 5a (viz výš).

Konvence (v technických textech):
Nechť h = (h1, . . . hn) ∈ Rn a xi jsou projekce na i-tou souřadnici (tj. xi(h) =
hi). Projekce jsou lineárńı (proč?), proto diferenciál dxi je roven xi (zde ṕı̌seme
dxi mı́sto Dxi v j. bodě). Diferenciál je též projekćı na i-tou souřadnici: dxi(h) =
xi(h) = hi. Tedy
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Ṕı̌seme tedy:

df(x) =
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