1. a 2. cviceni z MA III. (29. a 30.9. a 6. a 7. 10.09)
Co je to metricky prostor? Jaké méa vlastnosti metrika? K ¢emu metriky?
1. Ukazte, ze nasledujici predpisy definuji metriky:
(&)  R: plz,y)=lz—y|
(b)  R™ n e N: (manhattanskd) pi(z,y) = > i, @i — yil
(c)  R™neN: (eukleidovskd) po(z,y) = /Doiy | — yil?
(Tip: Cauchyho nerovnost: (3 i, a;b;)? < (>i, a?)(> i, b?) )

(d)  Zobecnéni: py(z,y) = /> iy lzi—vilP (p>1), peR
(€ R'neN: pu(r,y)=max{z; —yl;1 <i<n} (p—o0)

() Méné nizorna metrika:
P#0: p(z,y) =1, pokud = # y, p(x,y) = 0, pokud = =y

2. Ukazte, ze plati:

(a) Ukazte ekvivalenci metrik (b), (¢) a (d) z cviceni 1.
(postac. podm.: p;, p; : Ir,s: 0 < r < s takové, ze pro Vz,y plati:
rpi(z,y) < pj(x,y) < s.pi@,y))
(b) Jak vypada jednotkova koule v R™ s metrikami (b), (c) a (d) z cviceni 17
(¢) Nezdpornost metriky plyne z trojihelnikové nerovnosti a z axiomu p(z,y) =
0 < x =y pro Vz,y.

Jak se definuje oteviend, uzaviend mnozina? Co jsou limitni a izolované body?
Co je hranice, uzavér, vnitiek mnoziny?

3. Plati nasledujici tvrzeni? Dokazte.

(a) Koule B(a,r) = {z € M;p(a,z) < r} je oteviend mnozina metrického
prostoru (M, p).

(b) Koule B(a,r) = {x € M;p(a,z) < r} je uzavienid mnozina metrického
prostoru (M, p).

(c¢) Jednobodové mnoziny jsou uzaviené mnoziny metrického prostoru (M, p).

(d) Kazdd koneénd mnozina v R"™ je uzaviend. Plati to pro obecny metricky
prostor?

(e) Jak vypadaji oteviené mnoziny v metrickém prostoru (M, p), jehoz kazdy
bod je izolovany (jako bod mnoziny M)?

(f) Bod mnoziny X v metrickém prostoru (M, p) je limitnim bodem X, pravé
kdyz nenf izolovanym bodem X.



(g) Bod mimo mnozinu X je limitnim bodem X, préavé kdyz je hrani¢nim
bodem X.

4. Zkoumejte néasledujici mnoziny v R"™ (otevienost, uzavienost, vnitiek, hranice,
uziver):

(a) Mejme metricky prostor (N, p’), kde N = (0,1) U (2,3), p’ metrika indu-
kovand z eukleid. prostoru R.
Zkoumejte mnoziny X7 = (0,1), X2 = (2,3) v (N, ).

V nésledujicich piikladech uvazujeme mnoziny X v eukleid. prostoru (R™, p2):

(b)  A{lz.y] € R% y>2a®, a? +y* <2}

() Alz.yl € R y =2} u{[0, 1]}

(d) A{lz,yle R} 1<z<2, 1<y<2}

(e) {lzyleR% |2 <1}

() {[%,%] € R?, n,m € N}

() {lw.y] € B == >0}

(h)  {[3cost+ cos3t,3sint —sin3t] € R?; t € [0, 27]}

1) Alz,y 2] eRs 1<a®+y°+2°<2, 2>0, y>0, 2> 0}

5. Zkoumejte nasledujici mnozinu M — je tato mnozina oteviena ¢i uzaviend?

(a) Vk: M ={[z,y] € R% 22 +y?> < (1+ %)2}
Urcete mnozinu M = (o ; Mj. Je tato mnozina oteviend ¢i uzaviend?

(b) Vk: Mp={[z,y] € R* 2 +y* < (1 - 1)’}
Uréete mnozinu M = (J;—; M. Je tato mnoZina oteviend ¢i uzaviend?

6. Rozhodnéte, zda jsou nésledujici mnozity omezené:
(a) {lz.yl € R 2<ayz <4}
(b) {lr,y € R® x+y+z=5, vy +yz+xz =8}

(¢) {lz,yl e R* 23 +y*—22y=0,2>0, y>0}
tip: pifslusny kvadrant lze vyjadrit jako {[r-cosa,r-sinal; r > 0, a € (0; )}



Reseni:

4a. X; oteviend i uzaviend, Int X1 = Xi, vnéjs{ body Ext X1 = (2,3), hranice
Hr X; = (; X5 oteviend, ne uzaviend, Int Xo = X, vnéjsi body Ext X2 = (0,1),
hranice Hr X2 = {3}

4b. X oteviend, Hr X = {[z,y] ; =y, —1<x<1}U{[ s 2yt =2, —1<
r <1}, uzdvér X = {[z,y] € R?*; y > ;172, 2? +y? < 2}, omezend

4c. X uzaviens, Hr X = {[x,y] st =y, € RRU{-1,,0}, X = X, Int X =
{lz,y] ; * <y, = € R}, neomezen4

4d. X neniot., nenf uz., Hr X = {[z,1]; 1 <z <2}U{[z,2]; 1 <=z
y <2bU{2y]; 1 <y <2}, X ={zy € R51<a<
Int X = {[z,y] € R*; 1 <z <2, 1 <y< 2}, omezend

4e. X nenf ot., nenf uz., Hr X = {[z,y] ; vy = —z + 1} U{[z,y] ; y = = + 1},
X =X uU{0,1]}, Int X = {[z,y] € R? |*=}| < 1}, nenf omezend

4f. X nenf ot., nenf uz., Hr X = X U{[0, Z]}U{[£,0]}U{[0,0]}, X = Hr X, Int X =0,
omezena

4g. X nenfot., nenfuz., Hr X = {[z,y] € R% =42 =" = 0 U{[z,0]}, X = XU{[z, 0]},

Int X = {[z,y] € R?; # > 0}, nenf omezend

4h. X uzaviend (uz. kiivka), Hr X = X = X, Int X = ), omezend

4i. X nenf ot., nenf uz., Hr X ... misto nékteré z nerovnosti plati rovnost, X =
{lz,y,2) e R* 1 <a® +9°+2° <2, 2>0, y>0, 2> 0}, Int X = {[z,y,2] €
R 1<2®+y°+2°<2, >0, y>0, 2> 0}, omezend

5a. M uzaviena,

5b. M oteviena

6a. X neni omezend, napf. [n, %, 2],

6b. X omezend, X C B([0,0,0],v3),

6¢c. X omezend, obraz kompakt. intervalu pfi spojitém zobrazeni

< 2;U{[1,y]
2, 1

;1<
<y < 23,



