
5. Cvičeńı z MA III. (31.10.07)

Nechť f : G ⊂ Rn → R, G je otevřená, a ∈ G a ei = [0, . . . , 0, 1, 0, . . . 0] je i-tý
vektor kanoniclé báze Rn. Parciálńı derivaćı fce f podle i-té proměnné v bodě a
rozumı́me č́ıslo

∂f

∂xi
(a) = lim

t→0

f(a + tei)− f(a)
t

(pokud tato limita existuje).

Značeńı: C1(G) . . . množina fćı, které maj́ı pro každý bod a ∈ G spojité parc.
derivace podle všech proměnných (tj. fce x 7→ ∂f

∂xi
(x) jsou spojité jako fce n

proměnných).

1. Určete definičńı obor následuj́ıćıch funkćı na Rn, vyšetřete jejich spojitost
a vypočtěte parciálńı derivace všude, kde existuj́ı:

(a) f(x, y) =
√
|xy| (b) f(x, y) =

√
x2 + 4y2 + 1

(c) f(x, y) = (x2 + y2) sin
(

1
x2+y2

)
pro [x, y] 6= 0, f(0, 0) = 0

(d) f(x, y) = xy√
x2+y2

pro [x, y] 6= 0, f(0, 0) = 0

Nechť G ⊂ Rn otevřená, a ∈ G, f ∈ C1(G). Tečnou nadrovinou ke grafu funkce
f v bodě [a, f(a)] rozumı́me graf fce T, x ∈ Rn:

T : x 7→ f(a) +
∂f

∂x1
(a)(x1 − a1) + · · ·+ ∂f

∂xn
(a)(xn − an)

2. Určete definičńı obor následuj́ıćıch funkćı a vypočtěte parciálńı derivace
1. a 2. řádu všude, kde existuj́ı. Nalezněte rovnici tečné nadroviny v zadaných
bodech:

(a) f(x, y, z) = (x
y )z, v bodě [e, 1, 2, e2]

(b) f(x, y) = arctg x−y
x+y , v bodě [1, 1, f(1, 1)]

3. Anuloid A = (x2 + y2 + z2 + 12)2 − 64(x2 + y2) = 0 popǐste jako sjedno-
ceńı graf̊u dvou fćı dvou proměnných. Existuje k tomuto anuloidu tečná rovina
v bodě [0, 3,

√
3]?

4. Nechť f(x, y) = −x2 − y2 + 2x + 4y − 4.
Určete tečnu T , která je kolmá k př́ımce {[t, t, t] ∈ R3; t ∈ R}. Ve kterém bodě
prot́ıná T př́ımku {(0, 0, t) ∈ R3; t ∈ R}?



Řešeńı:
1a. spojitá na R2

∂f
∂x

(x, y) = 1
2

y·sgn(xy)√
|xy|

pro x 6= 0, y 6= 0,

∂f
∂y

(x, y) = 1
2

x·sgn(xy)√
|xy|

· pro x 6= 0, y 6= 0,

∂f
∂x

(0, 0) = ∂f
∂y

(0, 0) = 0,
∂f
∂x

(0, y) = 0 pro y 6= 0, ∂f
∂y

(0, y) neex. pro y 6= 0,
∂f
∂x

(x, 0) neex. pro x 6= 0, ∂f
∂y

(x, 0) = 0 pro x 6= 0

1b. spojitá na R2

∂f
∂x

(x, y) = 1
2

2x√
x2+4y2

pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂y

(x, y) = 1
2

8y√
x2+4y2

pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂x

(0, 0) neex., ∂f
∂y

(0, 0) neex.

1c. spojitá na R2

∂f
∂x

(x, y) = 2x sin( 1
x2+y2 )− 2x

x2+y2 · cos( 1
x2+y2 ) pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂y

(x, y) = 2y sin( 1
x2+y2 )− 2y

x2+y2 · cos( 1
x2+y2 ) pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂x

(0, 0) = ∂f
∂y

(0, 0) = 0

1d. spojitá na R2

∂f
∂x

(x, y) = y3√
(x2+y2)3

pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂y

(x, y) = x3√
(x2+y2)3

pro [x, y] 6= [0, 0],

∂f
∂x

(0, 0) = ∂f
∂y

(0, 0) = 0

2a. T (x, y, z) = e2 + 2e(x− e)− 2e2(y − 1) + e2(z − 2), Df : x · y > 0
2b. 2z − x + y = 0, Df : x 6= −y

3. z = y√
3
,

Df : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 36, spojitost na Df , ex. parc. der. na okoĺı b. [0, 3], jsou spoj. v b.
[0, 3]

4.
tečna z = f( 2

3
, 5

3
)− (x− 2

3
)− (y − 5

2
), prot́ıná x v b. [0, 0, ? 17

2
]


