2. Cvigeni z MA III. (10.10.07)

1. Prostor funkei C{a,b) (spoj. fce na uz. intervalu) ...ukazte, ze nésledujici
predpisy maji smysl a definuji metriku:

(@) f,9€C(a,b):  pmax(f,9) = maxsecap> [f(2) — g(2)]
(b)  f,gellab): pi(f f |f(z ()] dx
(¢) f,geClab): palf \/f |f(z )2 dx

. .. b p/ b af b
(Tip: Holderova ner.: [|fg| dx < \/fa |f|P dx - \/fa lg|9 dx , kde %—i— % =1)

Zobecnéni:  p,(f,g) \/f |f(x x)[P dx
(d) Ukazte, ze konvergence v metr. prostoru (C{(a,b), pmax) je stejnomérna.

) Jak vypada jednotkové koule v metr. prostoru (C(a,b), pmax) ?
) Rozmyslete si, ze metriky pmax a p1 nejsou ekvivalentni!

(e
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2. Prostor funkci R{a,b) (riemannovsky integrovatelné fce):

(a) f,g€ R{a,b): pi(f f |f(z (z)| dx nenf metrika — proc?

(b)  Jak lze upravit, abychom dostali metricky prostor?

3. Prostor posloupnosti {z,}2; , x; € R ...ukazte, ze nasledujici predpisy
maji smysl a definuji metriku:

(a) prostor Iy ... Y oo |zl <oo ... my€li: pi(z,y) =Dy |zi—yil
(b) prostor ly ... > |z < oo ... xyE€la: pa(m,y) = /Doy |Ti — Yil?

(Tip: Minkowského ner.: {/> 7 (a; +b;)P < /> al + /> O
pro a;,b; > 0,p>1)

Zobecnéni:
prostor I, ... > |zP <oo ... xy€ly: ppl@,y) = /Doy |mi — yil?
(¢) prostor le ... {zn}$2; omez. posl. ...

T,y € loo : poo(xa y) = maX;=1,...00 |'Tz_yz|

5. Méné rozumné metriky

(a) P#0...2,yeP :plx,y)=1prox#y, plx,y) =0prox=y
Jak vypadd jednotkova koule? Jak vypada koule o poloméru r, r > 17



(b) X ...prostor viech omezenych posloupnosti redlnych cisel ...

r={za},y={mm} €X: plz,y) =27 ktul

Ukazte, ze p je metrika na X.

6. Metriky indukované normou.

(a)  Co je to normovany linedrni prostor (M, ||.||) (nad R) ?

(b) zyeM:p(z,y):=|z—yl
Ukazte, ze p je metrika na M.

7. Metriky a skalarni soucin.

(a)  Co je to linedrni prostor se skaldrnim sou¢inem (M, (z,y)) (nad R) ?
(b) Prox € M definujme ||z| := +/(z,y). (Ukazte, ze je to norma.)

(¢) Tedy na M lze definovat metriku p := /(z —y,x — y) ,Vo,y € M.
Ukazte, ze je to opravdu metrika.



