
11. Cvičeńı z MA III. (12.12.07)

1. Vázané extrémy, jemněǰśı podmı́nka (př. z minulé hodiny 2c,2e).

(a) f(x, y) = y2 − 2x + x2 na množině M = {(x, y) ∈ R2 | x = y2}

(b) f(x, y) = x2 − y2 na množině M = {(x, y) ∈ R2 | y + e−x2 − 1 = 0}

Obyčejné diferenciálńı rovnice prvńıho řádu:
(*) y′(x) = f(x, y(x)) s počátečńı podmı́nkou y(x0) = y0

řešeńı: funkce y = y(x) a interval I 3 x0 takové, že plat́ı:
(i) y je definovaná na I
(ii) y má na I vlastńı derivaci
(iii) y řeš́ı rovnici (*) a splňuje poč. podmı́nku

Rovnice se separovanými proměnnými:
y(x) = f(x) · g(y) , kde fce f spoj. na int. I, fce g ◦ y spoj. na int. I

2. Najděte obecné řešeńı rovnice a pro zadané počátečńı podmı́nky maximálńı
řešeńı.

(a) y′(x) = x , poč. podmı́nka y(0) = e

(b) y′(x) = y(x),
pro r̊uzné poč. podmı́nky (i) y(0) = 0, (ii) y(0) = 2 (iii) y(1) = −e

(c) y′(x) = 2
√

y(x) ,
poč. podmı́nky (i) y(0) = 0, (ii) y(−1) = 0, (iii) y(−1) = 1

(d) y′(x) = 1+y(x)
1−x , poč. podmı́nky (i) y(0) = 0, (ii) y(2) = 0, (iii) y(2) = −2

(e) y′(x) = −xy(x)√
1−x2 , poč. podmı́nka (i) y(0) = 0, (ii) y(0) = 1, (iii) y(0) = −e.

Nastanou ‘skluzy’?

(f) y′(x) = y
x , poč. podmı́nka y(x0) = y0



Řešeńı:
1a. (0, 0) ostrá lok. maximum vzhl. k M ; ( 1

2
,± 1√

2
) ostrá lok. minima vzhl. k M

1b. (0, 0) ostré lok. minimum

2a. yob(x) = x2

2
+ c , kde x ∈ R, c ∈ R; pro poč. podm. c = e

2b. yob(x) = C · ex , kde x ∈ R, C ∈ R;
pro poč. podm. (i) C = 0, (ii) C = 2, (iii) C = −1
2c. yob(x) = (x + c)2 , pro x > −c a y ≡ 0 pro x ≤ −c, c ∈ R;
pro poč. podm. y0 = 0 nemá jednozn. řeš., (iii) c = 2 jednoznačné
2d. yob(x) = C

1−x
− 1 , pro C ∈ R, x ∈ (−∞, 1) nebo x ∈ (1, +∞);

pro poč. podm. (i) C = 1, (ii) C = −1, (iii) C = 1

2e. yob(x) = Ke
√

1−x2
, pro K ∈ R, x ∈ (−1, 1);

pro poč. podm. (i) K = 0, (ii) K = 1
e
, (iii) K = −1

2f. yob(x) = Kx , kde x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, +∞), K ∈ R
pro poč. podm. K = y0

x0


