1. Cviceni z MA III. (3.10.07)

Co je to metricky prostor? Jaké ma vlastnosti metrika? K ¢emu metriky? Limita
v abstraktich prostorech.

1. Ukazte, ze nasledujici predpisy definuji metriky:
(@) R: plz,y)=lr—yl
(b)  R™ ne N : (manhattanskd) pi(z,y) = >, |z — v
(¢) R"™neN: (eukleidovskd) po(z,y) = /Dory | — yil?

( Tip: Cauchyho nerovnost: (3.7, a;b;)* < (31, a?) (>, b2) )

i=1% i=1 %
Zobecnéni: pp(z,y) = />0 v —vilP (p>1), peR
(d) R"neN: polr,y)=max{lz;—yl;1<i<n} (p— o0)
méné nazornd metrika:

() P#0: p(z,y) =1, pokud = # y, p(z,y) =0, pokud z =y

2. Dalsf vlastnosti prostoru R™ s metrikami (b), (¢) a (d) z cvicenf 1.:

(a) Konvergence v R™ (po slozkdch) — ukazte napf. pro eukleidovskou metriku!

(b) Ukazte ekvivalenci metrik (b), (c) a (d) z cvicenf 1.
(postac. podm. pro ekviv. p;, p; : Ir,s: 0 < r < s takové, ze pro Va,y plati:

rpi(z,y) < pj(2,y) < 5.pi(z,y))
(c) Jak vypadd jednotkova koule v R™ s metrikami (b), (c) a (d) z cvicenf 1.7

Jak se definuje oteviend, uzaviend mnozina? Co jsou limitni a izolované body?
Co je hranice, uzavér, vnitiek mnoziny?

3. Zkoumejte ndsledujici mnoziny v R"™ (otevienost, uzavienost, vnitiek,
hranice, uzdveér):

(a)  Ukazte, ze koule B(a,r) = {z € R"; p(a,z) < r} je oteviend mnozina.
Ukazte, ze kazda koneénd mnozina v R" je uzaviena.

()  A{lz,y] € R y>a?, 2® +y* <2}

(€ Alz.yl € R% y =2} u{[0, 1]}



(d) {lr,ye R} 1<z<2, 1<y<2}
() {lz.yle R% [ <1}

(f) {[%,%] € R?%, n,m € R}

() {lw,y] € B =12 >0}

(h)  {[3cost+ cos3t,3sint —sin3t] € R?; t € [0, 27]}

4. Zkoumejte nasledujici mnozinu M — je tato mnozina oteviend ¢i uzaviend?
(a) Vk: My ={z,yl € R% 2 +y> < (1+ $)*}

Urcete mnozinu M = (-, Mj. Je tato mnozina oteviend ¢i uzaviend?

(b)  Vk: My ={[z,y] € B* 2® +y° < (1-1)*}}
Uréete mnozinu M = Jpo; Mj. Je tato mnozina oteviend ¢i uzaviend?



