_Vsechno, co jste chteli vedet

z teorie pravdéepodobnosti,
Z teorie informace a ...

bali jste se zeptat

A\ 4
JedineCnou funkci statistiky je, ( 1 . Cd St)
Ze umoznuje vedci Ciselné
vyjadrit nejistotu v jeho
zaverech. (G. W. Snedecor)

N

(pro potreby prednasky Uvod do strojového uceni, PFLO54)
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Statistika se tési pochybnému vyznamenani tim, ze je
nejvice nepochopenym vednim oborem. Neznamena to
vsak, ze je negjmene znama. Nepochopeni n€jake veci
totiz predpoklada, ze se o ni néco vi, nebo
prinejmensim se mysli, ze se vi. O statistice vsak
panuje vseobecné minéni, ze z kazdeho, kdo se naucil

ve skole trochu pocitat, Ize bez obtizi udélat statistika

proste tim, ze se mu tak rika. (H. Levinson)
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# Nahodny pokus
# Nastal jev A

@ Pravdepodobnost
ma modelovat
relativni Cetnost

# Vysledek neni
predem znam

@ Pravdivost tvrzeni o
vysledku pokusu




ZAKLADNI POIMY

A
\

L

# universum (diskrétni, spojité)  Q

# jev jisty Q, jev nemozny [

# sjednoceni jevl Oi_4 ., 4

# prlnik jevl Nicg n A

# jev opacny A=Q-A

# elementarnijev wOQ

# algebra _1: systém podmnozin Q uzavreny na
sjednoceni, prtnik, doplnék; Q , 0 O 4

# nahodny jev A0 4
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ZAKLADNI POIMY (POKRACOVANI)

# pravdépodobnost P realna fce df na 2
s A0 1= 12P(A)=20,A00

= A Bvzajemne disjunktni =
P(An B)=P(A) + P(B)
s P(Q=1(P(0)=0)




Klasicky pravdepodobnostni prostor

A
\JV

# konecny prostor elementarnich jevl, Q
# algebra 1

[l 0 4 ,AD/‘ZI :>AC|:|/71

A Bl 1=A0 B 4

A B 2= An BO 4
# pravdépodobnost P

@ P(A) = 0ADOQO (na konecné mnozineé Q
zavedena pravdépodobnost)
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Jaka je pravdépodobnost, ze pri hazeni tremi mincemi

“najednou padnou prave 2 panny?
Q=2 A=?PA)="?

# Q = {000, O0P, OPO, OPP, POO, POP, PPO, PPP}

#& A={PPO, POP, OPP}
& P(A) =38
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# prechod od konecného prostoru
elementarnich jevl k prostoru
spocetnému




Kolgomorova definice pravdepodobnosti

A
\

! pravépodobnostni prostor
= prostor elementarnich jevd, Q
= 0—algebra, 4
sl l-H-7-.-A4H 2 =41
cADA=0, ADA
"(AUA= N1, AUA)




Kolgomorova df psti (pokracovani)

A
\

®P:. 1 - [0,1]
*P(A)=0,A00
*P(Q)=1(P(0)=0)
+ Ay, A,,... vz. disjunktni mnoziny O 1,
s P(Oic1.. o 4) = Ziz1. P(4)

0P=?




Slozena pravdéepodobnost,

nezavislost jevd,
_nezavisl

# Jevy A Bjsou nezavislé -

P(A,B)=P(A)*P(5)
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# Slozena pravdépodobnost

# Podminéna pravdépodobnost
= uplné zavislé jevy

= zavislé

= hezavislé

# Bayesliv vzorec
= P(A]| B) = P(A,B)/ P(B)

P(A
P(A
P(A

P(A,B)
P(A| B)
B)=1
B) =?
B) = P(A)




Bayestliv inverzni vzorec

®  P(A|B) = P(A)*P(B1A)/P(5)




Nahodna velicina
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L

#® P
#® P

X=X

X=X

#0JQ X:Q - R

= P{w 0 Q; Xw) = X}
rozdéleni nahodné veliciny X

# diskrétni, spojita

# stredni hodnota nahodne veliciny
Elw]=1/ Q Z o X(w)=Z x P[LX = X]
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Statistik je ten, kdo s hlavou v rozpalené troubé a
s nohama v nadobé s ledem na dotaz, jak se citi,

odpovi: "V prliméru se citim dobre.,, (anonym)
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Teorie informace

N
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# TEORIE KODOVANI: 0 - 74dné auto, 1 - doméci, 2 - zahrani¢ni
3 - domaci a zahranicni

# vysilani signall na krizovatce podle dané situace

# pri binarnim kodovani 0(00), 1(01), 2(10), 3(11)

stejre pravcEpodobnénap’. (0.25)
@ situace<

nestejr pravdpodobneé
nap*. 0(0.5),1(0.125),2 (0.125),3 (0.25)

EFEKTIVNI KODOVANI: ¢astjsi zpravy kratsi kod
tedy. 0(0), 1(110), 2(111), 3(10)
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# jednoznacne rozpoznat zacatek a konec kodu

L

0 - zadne auto

10 - domaci i zahratini

110 - domaci

111 - zahrami




/R

# ,Kolik" informace ziskame, zname-li
vysledek pokusu?

# ,Jak velkou" nejistotu prinasi
neznalost vysledku pokusu?




Axiomaticka definice entropie
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~ entropie - mira stupré neuréitosti pokusu X

vysledkypokusu‘ Z(’ X5 | ‘ Xn
pravcEpodobnostfp(Xl) ‘ p(X>) | ‘ p(X.)

H(X) :ozn.q)n(pl’ p2""’pn)
1. Hodnota fce® . (p;, p,,---,B) S€ nezmni pri libovolné permutactiselp;, p,,...p

2.Fce @ ,(p,, p,) je spojita
3. @,(Prs Pore-si) = @ (PP ) + (P1HP2) @ o(Po/P1 P2 P/P1HP)
4. @ (1/n,1/n,...,1/n) = f(np rostoucimm roste



ad vlastnost C. 3
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° n:3, H(X) :¢(p1,p2,p3)

L Xy Xy ~ A K=Y,

I X,

AT

H(X

* N=2, p(Yy) = prt Py, P(X3) = Ps
H(Y) = ®(p,+p,.p,)

> H(Y
) 2 ()\/L,Y:>Y’,

* N=2, p(X) = p/(p:+ P,

P(Xz) = PPyt P) ~——



ad vilastnost C.3

L

—
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H(Y") = o(p/(pt p)s P (Prt B)

H(X) = H(Y) + (p.t p,) H(Y')

D(P1,P2:P3) = P(P1+P2P3) + (Pt P)P(PL/(P1+ P), P (P1F P)))
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Axiomaticka definice entropie (pokracovani

Jedina funkce, ktera spplje podminky 1.- 4., ma tvar:
(bez dikazu)

D (P, Por---s ) = c(-plogp;-pologp,-...-p,logp,,)

(c logp = log,p, kde 5 = a)




Entropie
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J%X - diskrétni nahodna velicina
H(X) = - Z,g pP(X)log, p(x) (H(X) = H(p))

# entropie vs kodovani
n entropie je doini mez pridmeérného poctu bitd
potrebnych k zakodovani zpravy
n entropie jako mira nejistoty obsahu zpravy (s délkou
kodu nejistota roste)
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Vlastnosti entropie

L

# HX)=> 0

 Hy(X) = (log,a)H(X)

® D,q

- 2 0r P(X)0g, p(X) < - 2, P(X)log,q(x)

(Jensenova nerovnost)




N

H(p) vsSp

1 s pravdepodobnosti p,
= 0 s pravdéepodobnosti 1-p

1,0
0,9

0,8 -

0,7

0,6 -

0,5

0,4 -

0,3

0,2 -

0,1
0,0

—* H(p)
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Shannonova hra

L

“napodobaceskeho textu”

ceska abecedad4?2 pismen(bez rozliseni ui plus mezera)

A. urnal se 42 listeéky - vybirani a vkladani zf
“d] mrgucxydyayweaoza

B. urna2 - listecky podlecetnosti pismen
“Zla ep atndi zeuanp’
C. urny 1-42 - 42 uren s dvojicemi pismen ¢, paity dle
p(c/d)
“li di onepra sguluvicechupsv”




Shannonova hra - vysledky

S
Ha Hg He
cestina 5,39 4,67 3,87
rustina 5 4,35 3,52
anglictina 4,76 4,03 3,32
némcina 4,76 4,10




Slozena a podminéna entropie
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# H(X,Y) — mnozstvi informace pro predpovidani
vysledkt obou pokus(l zaroven

®H(X, Y) = - Z,0£2,16 P(X,¥)l0g p(X,y)

S®H(Y/X) =2, P(X)H(Y/X = X)

- 20 P(X) 2y P(V/X)Og p(y/X)
- 2 or 2y POJP(X/Y)Iog p(y/x)
- Zxaor2yoG P(X,Y) log p(y/x)

SH(X) = H(X/Y) , H(X) + H(Y) = H(X,Y)




Chain rule
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*HX)Y) = - 2, 256 P(XY) log p(x.y)
= - 2y F 2y P(XY) 10g p(x)p(y/x)
= - 2 2y P(XY) 109 P(X) -2 2y P(X,Y)I0g p(Y/X)
= - 24 P()10G P(X) -2, 2y P(X,Y)I0G P(Y/X)
= H(X) + H(Y/X)
*H(X,Y/Z) = H(X/Z) + H(YIX,Z)

H(Y/X) # H(X/Y) ackoli
H(X) - HOXIY) = H(Y) - H(Y/X)




Krizova entropie
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"/

#"“spravny” model zname/nezname????

#aproximace - jak kvalitni? =
—> Krizova entropie
H(P,q) =ger -~ Zxor P(X)l0g q(X)
—> KFrizova entropie na slovo
(1/n)H(X) =4¢¢ - (1/n) 2,6 p(x)log q(x)

—> KFrizova entropie jazyka
H(Ll q) - Ilm N - o (lln)szF p(X)Iog q(x)




Relativni entropie, vzZajemna informace, perplexita
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"# Relativni entropie
(Kullback-Leibler vzdalenost)
0 < 2,0 P(X) log,p(Xx) - 2, P(X) log,q(x) = H(p,q) - H(p)

zar P(X) log(p(x)/q(x)) =4 D(P| | Q)

# Vzajemna informace
I(XY) = Z,0r 206 POGY)Og(P(X,Y) / P(X)P(Y)) =
= D(p(x,y) | | p(x)p(Y))

# Perplexita
Perp(X) = 2H(X)




Relativni entropie (pokracovani)
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~ m(X,Y)
1. mXY)=0,mX)Y)=0= X=Y
2. m(X,Y) = m(Y,X)
3. m(X,Y) s m(X,Z) + m(Z,Y)

D(p||q) ... spluje 1., ale nesplije 2. a 3.

nap-.

p(1) = 1/4, p(2) = 3/4, r(1) = r(2) = 1/2, q(1) #3q(2) = 1/4
Protolépe d(p,q) = (p(X) - q(x)H)*
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Perplexita - priklad

L

Predpovd’ dalsiho slovav, na zaklad t-1 predchozich slov
W W, . W

H(w//wW,W,...w, ;) =

= -2 e NP W WyWa. . Wi )0G,P (W WaW,.... W )

piredpoklad P(w!/ w,w,...w, ;) = 1/N
H(w//w,W,...w, ;) = - .., \1/Nlog,1/N = log, N
Perp(w/w,w,...w,,) =N




Vzajemna informace vs entropie
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. 1(GY) = 5,,p(xy) log (p(x.y)/P(IP(Y))

= 2,,p(xy) log (p(x/y)/p(x))
= - 2,,P(Xy) log p(x) +2,,p(X.y) log p(xly)
= - Z,p(x) log p(x) - (-2, p(x,y) log p(x/y))
= H(X) - H(Y/X)

« 1(X:Y) = H(Y) - H(X/Y)

* 1(X;Y) = H(X) + H(Y) - H(Y/X)

e 1(X:X) = H(X) - H(X/X) = H(X)
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Diagram vzajemna informace vs entropie
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Chain rule (pokracovani)

L

1(X 1, Xty X2Y) = H(Xq, Xorer s %) = HOX, Koy X 1Y)

= 5 JHOXIX 4, o0 X) - Z g o HOKIX 4,

= 2oy p 1O YK g - X)

*D(p(x.y) |1 a(xy)) = Dp) | a(x)) + D(p(y/x) |l aty/))

o XY)




