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S,
Teorie mnozin

Jeji vyznam spociva v tom, ze vSechny matematické pojmy (&isla, funkce,
relace, prostory, struktury...) Ize redukovat na pojem mnoziny a dikazy
tvrzeni o téchto pojmech provadét formalné v této teorii. Lze fici, Zze
.veskerda matematika se odehrava ve svété teorie mnoZin“, sttizlivéji, ze
matematiku Ize v teorii mnozin formalizovat (a tak je také vétSina mate-
matickych disciplin dnes chapana).

Uspéch teorie mnozin je zalozen na tom, e

- stoji na pevném formalnim zakladé (axiomy, predikatova logika)

m ymoznuje redukovat veskeré matematické objekty na mnoziny

(,vsechno je mnoZina*)

v dusledku redukuje vS§echny matematické vztahy na relaci
Lbyt prvkem*“ (€)

Za zakladatele teorie mnozin je povazovan némecky matematik Georg
Cantor (1845-1918).

Teorii mnozin budeme formulovat jako teorii v logice 1. fadu s rovnosti
v jazyce s jedinym mimologickym symbolem €. Individuim, o nichz tato
teorie vypovida, fikdme mnozZiny.

Teorii s axiomy, jez vzapéti uvedeme, se fika Zermelo-Fraenkelova teorie

mnozin. Existuji i jiné axiomatiky, tato je vSak dnes zdaleka nejuzivanéjsi.

Uvedenou teorii budeme oznatovat ZF .

S

(A1) Axiom existence. Existuje aspon jedna mnoZzina (tento axiom nema
v nasi axiomatizaci valny vyznam, nebot jde o sentenci dokazatelnou

piimo v logice s rovnosti; uvadi se z tradi¢nich dtvodu).
(Fx)x ==z
(A2) Axiom extenzionality. Mnoziny, jez maji stejné prvky se rovnaji.
(V) (V) (Vu)(u € v > u€y) =z =y)

(Opacna implikace vyplyva z axiomd rovnosti v logice).
(A3) Schéma axiomu vydéleni. Z kazdé mnoziny Ize vydélit mnozinu
prvkd vyhovujicich dané formuli:

Je-li o(u) formule, ktera neobsahuije voln& proménnou z, potom formule
(Vz)(F2)(Vu)(u € z < (u € © A p(u))) je axiom vydéleni.
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(A4) Axiom dvojice. Kazdé dvé mnoziny uréuji dvouprvkovou mnozinu.
(A8) Axiom nekonecna.

(Vo) (vy)(F2)(Vu)(u € z > u =2 Vu=y) Existuje nekone¢na mnozina (konkrétngji existuje mnozina, obsahuijici prazd-

(A5) Axiom sjednoceni . Sjednoceni véech prvkil mnoziny je mnozina. nou mnozinu a s kazdym svym prvkem u také mnozinu u U {u}).
(Vz)(3z)(Vu)(u € z = Fy)ly ez Au€Ey) (F2)((Fu)(u € z A (Yv)(—v € u)) A

(A6) Axiom potence. Ke kazdé mnoziné existuje mnozina viech jejich podmno- (Vu)(u € z — (Vu)(Vt)(t ew = (tEuViE=u)) - wE 2))

Zin (tzv. potenéni mnoZinu, oznaduje se P(x)).

Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin tradi€né zahrnuje jesté axiom zvany axiom

(Vz)(Fz)(Vu)(u € z & (Yu)(v Eu — v € 1))

regularity (téz fundovanosti), jenz stanovi, Zze kazda neprazdna mnozina x musi

(A7) Schéma axiomt nahrazeni. Obraz mnoziny pfi definovaném zobrazeni je obsahovat prvek disjunktni s x. Tim se zakazi napfiklad v8echny mnoziny, pro
mnozZinou: Je-li p(u, v) formule neobsahujici volng z, w, je nasledujici formule néz by platilo z € x, apod. Axiom regularity nema uplatnéni v bézné matema-
axiomem nahrazeni. tické praxi a z nasich dalSich tvah jej vypustime.
(Yu) (Vo) (Vw) (p(u, v) A p(u,w) — v =w) — V mnozinové matematice ma dnes své pevné misto také tzv. axiom vybéru.
(Vm)(ﬂz)(Vv)(v €z (Hu)(u cxA (p(% v))) Formulovat jej budeme ale az pozdéji.
—7— —8—
Tridy

Schéma axiomu vydéleni umoziuje z dané mnoziny vyélenit podmnozinu
téch prvkd spliujicich ur€itou mnozinovou vlastnost.

Casto je ale vyhodné hovoit o souboru vilbec véech mnozin splfiujicich . .
danou vlastnost (bez omezeni do néjaké predem dané mnoziny). Tridy versus mnoziny
Ttidovy term je vyraz tvaru {z ; @}, ktery &teme tfida véech mnoZin MnoZina - obsahuje tytéz prvky jako tfida {y ; y € x}. Uvedenou tfidu
x spliiujicich formuli . Formule ¢ pfitom kromé 2 smi obsahovat dali muZzeme proto s mnozinou x ztotoznit.

mnoziny jako parametry. Kazda mnozina se tak sou¢asné stava tridou.

Tfidy oznaCujeme zpravidla velkymi pismeny (mala pismena oznacuji Tridam, kieré neodpovidaji zadné mnozing, fikame viastni tfidy.
vyhradné mnoziny).

S tfidami Ize pracovat velmi podobné jako s mnoZinami. Prvkem tfidy
X = {x; ¢} je kazda mnozina z, spliiujici formuli . Piseme x € X.
Analogicky, X =Y pravé kdyz tfidy X, Y maji za prvky tytéZ mnoziny.
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Tridy jsou vyhodné zejména terminologicky, umoZiuji nam pracovat s vlast-

nostmi mnozin jako s objekty.
Formalné bychom se bez nich obesli:

Zapis obsahujici tfidové termy ¢i proménné muzeme totiz zpatky prelozit
do jazyka teorie mnozin takto:

1. nejprve vSechny vyrazy tvaru X = Y resp. x = X nahradime
wyrazy (Vz)(z € X « z € Y)resp. (V2)(z € z « 2z € X),
kde z je néjaka dosud nepouzitd proménna.

2. zastupuje-li X tfidovy term {x ; o}, nahradime vyraz tvaru z € X
formuli p(x/2).

—10—

Universalni tfidou nazyvame tfidu 'V obsahujici viibec véechny mnoziny,
i.V={z;z =2z}

Tvrzeni: 'V je viastni tfida.

Dikaz. Kdyby totiz V byla mnozina, V. = v, byla by podle axiomu
vydélenitéz y = {x € v ; x € x} mnozina, specialné y € v. Pfitom
z definice y bezprosttedné vyplyva, 2e y € y < y € vy, coZ neni

mozné. O

Hned také vidime, pro€ v axiomu vydéleni mame omezeni do jisté pre-
dem dané mnoziny. Bez takového omezeni by byla teorie mnozin sporna.
Takto ziskany spor se nazyva Russelllv paradox. Bertrand Russel jej na-

Sel v prvni, tehdy jesté ne zcela formalni, Cantoroveé teorii mnozin.

—11—

Jazyk teorie mnozin (nyni rozsiteny o ttidy) déle postupné rozsifime definicemi o dal$i
vyrazové prostiedky zavedenim novych funkénich a predikatovych symbolt. Kazdou
formuli takto obohaceného jazyka Ize na zakladé definujici formule nahradit s ni ekvi-

valentni formuli zakladniho jazyka {€}.

() — konstanta oznadujici prazdnou mnozinu, jejiz existence plyne z axiomu existence a

axiomu vydéleni pro formuli © # x a jednoznagnost z axiomu extenzionality.
J X - unarni symbol oznaguijici sjednocent tidy X, tedy tfidu
UxX={z:GyyeXnrzeyl
Z axiomu sjednoceni vyplyva, Ze sjednocenim mnoziny ziskdme mnozinu.
(X - oznaguje pranik tfidy X, tedy tfidu
X ={y;veJXA(VzeX)(ye2)}

Préinik mnoziny je mnozina dle axiom( sjednoceni a vydéleni ()0 = J 0 = 0).

—1o—
X — Y znagi rozdil tfid X a Y":
X-Y={z;zeX)AN(z€Y)}
Je-li z mnozina a Y tfida, je x — Y mnozina.
(N&kdy se misto X — Y pige X \ V)
Symboly X UY a X NY oznaduji siednoceni a prinik tfid X a 'Y, tedy tfidy
XUY={z;(zeX)V(z€Y)} a
XNY={z;(zeX)A(z€Y)}

Pro mnoziny z,y mame ovéem z Uy = (J{z,y}, 2 Ny = N{z, y}, kde
{x, y} oznacuje (neuspofadanou) mnozinovou dvojici, jejiz existenci zaru€uje

axiom dvojice. Pro x = y je {x, y} = {x}, tzv. singleton z .

Tridy X, Y jsou disjunktni, jestlize X N'Y = .
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Predikaty #, &, C, C, D, DO zavadime nasledujicimi definicemi: Uspofédané dvojice
Usporadana dvojice mnozin x a y je definovana jako
'CL#y‘iﬁ(“E:y) <1’,y> = {{1’},{$7y}}
zdy S (xey)
p Speciéné je (x, x) = {{z}}.
xCye (Vz)(z€x—z€y)
zCy KN (a: Cyha y) Ukol: dokaZte, e uvedena definice zaruduje pozadovanou vlastnost uspofa-
" dané dvojice, tj. ze
ro2y—yCx
roySyca (T1,91) = (T2,92) < (T1 =22 A Y1 = y2)
—15— —16—

Usporadané n-tice

Usporadané n-tice Ize definovat pomoci dvojic induktivné takto:
<:Z:>1 =, <1;17 s 7xn+1>n+1 - <<x17 s 717n>n7$n+1>

Pozdéji, az zavedeme pfirozené Cisla v teorii mnozin, budeme misto takto de-
finovanych n-tic davat spiSe pfednost konec¢nym posloupnostem délky n, tj.

zobrazenim s definiénim oborem {0, ..., n — 1}.

DalSi dulezité operace na mnozinach a tfidach

—X ={z; 2 € X} — doplnék; dopin&k mnoziny je vzdy vlastni tfida.

X xY ={{z,y) ; x € X Ny € Y} — kartézsky soucin

X" ={{x1,...,xn)n ;21 € X A... Nz € X} — kartézskd mocnina
dom(X) = {z ; (Jy)((x,y) € X)} — definiéni obor

mg(X) = {y; 3z)((x,y) € X)} — obor hodnot

Xt ={{y,z); (z,y) € X} — inverze

X"Y ={z; 3y)({y,z) € X} — obraz; misto X"Y se nékdy pise téz
X[Y].

XY ={{z,y) ; (z,y) € X ANx € Y} — parcializace
P(X) ={u;uC X} — potence
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Tvrzeni: Jsou-li x ay mnoZiny, jsouix X y, ", dom(x), rng(z), 2™, ="y,

xy aP(x) mnoZiny.

Pro fP(:z:) to vyplyva z axiomu potence, déle se uzije toho, Zze usp. dvojice
(u,v) = {{u}, {u,v}} je prvkem P(P({u, v})), tudiz

xxy CPPxUy))

dom(z) C U=,

rmg(z) CYUUx,

r7! C (rng(x) x dom(z)),

2"y € UU=,

zly Cx,

n—1

=z X .

Tvrzeni je tedy dlisledkem axiomu vydéleni.

—18—

Omezené kvantifikatory, znaceni
Zapis (Vo € X)p uzivame jako zkratku za (Vz)(z € X — ¢).

Analogicky, (3z € X )¢ je zkratka za (x)(z € X A ).

Ukol: ovéite, ze (Vr € X)p < —(Ix € X)—ep.

Dale piseme (Vx1, . .., ) jako zkratku za blok kvantifikatort (V1) . . . (Vz,,).

Analogicky pro (Vz1, ..., 2, € X), (3z) a (3zy,...,z, € X).

Podobné {x € X ; p} je zkratka za tfidovy term {x ; x € X A ¢}.

—19—

Relace
n-arni relace na ttidé X je tfida R C X™.

Misto 2-arni fikdme bindrni relace nebo jen relace.
Zrejmé pak R C dom(R) x rng(R).

Necht R je relace na X.

Je-li (x,y) € R, fikdme, Ze x a y jsou v relaci R. T¥ida R"{x} je tzv.
obraz neboli extenze prvku x v relaci . Je to tfida v8ech ¥, jeZ jsou s
v relaci R.

SloZenim relaci R, S nazveme relaci

RoS ={(x,y); (3z)((x,z) € RA(z,y) € S}.

—20—

Zobrazeni

Zobrazeni, neboli funkce, kazda relace F' (na univerzalni tfidé V) spl-
nujici nasledujici podminku jednoznacnosti:

Vo, y,2)((z,y) € FA(x,2) € F) =y = 2)

Je-li F’ zobrazeni a (x,y) € F, zna&ime y symbolem F'(z).

dom(F) je tzv. definiéni obor zobrazeni F';
rng(F') je tzv. obor hodnot zobrazeni F.

Je-li F' zobrazeni takové, 26 X = dom(F), Y D rng(F), pigeme
F: X —Y,¢teme: I je zobrazeni X doY.

Jsou-li F,G zobrazeni, plati (Vz € dom(F))((FoG)(z) = G(F(x)).
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Zobrazeni F je prosté, jestlize

(Va,b € dom(F))(a # b — F(a) # F(b))

Je-di FF: X — Y arng(F) =Y, fikime, ze F je zobrazeni X naY'.
Je-li zfejmé, Ze se jedna o tfidu Y, fikame kratce, Ze F je na.

Zobrazeni F' : X — Y je vzdjemné jednoznacné neboli bijekce, je-li
soucasné prosté a na.

Prikladem je napf. identické zobrazeni Id = {(z,z) ; x € V} (téz
identicka relace ¢i diagonala). Pro tfidu X dale klademe Idx = Id [ X.

—2o__

Kartézska mocnina

Je-li a mnozina a X libovolna tfida, definujeme dale * X jako tfidu véech
zobrazeni mnoziny a do X :

X ={f;f:a— X} tzv. mnoZinové (162 kartézskd) mocnina

Jsou-li a, z mnoziny, je “x mnozina (je totiz “z € P(P(a x x))).

Proa = () mame X = {()}, nebot () je zobrazeni, dom((}) = 0.

—2o3
Indexovany soubor mnozin
Zobrazeni x s dom(x) = I Ize chapat téZ jako soubor mnozin (i) inde-
xovany prvky mnoziny I. Misto x(z) pro 7 € I pak pideme jen x; a misto x
piseme
(x; 51 € I) Cikratee (x;)icr, pfipadné jen (z;)r (1)
O mnozZinach x; pak mluvime jako o prvcich souboru (z;) 1.
Sjednoceni souboru mnozin (1) je mnozina |,y #; = Jrng(x).
Prinik souboru mnozin (1) je mnozina ),y x; = (| rng(z).
Kartézsky soucin souboru mnoZin (1) je mnozina
Xmi ={f; fiezobrazeni,dom(f) =Ia (Vi€ I)f(i) € z;}.
i€l
Je to mnozina, nebot X i C 1 (U;e; 2i)-

Misto X;er i, U;er @i, ;e i piseme bézné jen X x5, Uy 24, (N 24

— 24—
Booleovskeé vlastnosti operaci M, U, —

XNnNY=YnNnX, XUuY=YuX komutativita
XNnY)nZ=Xn(YNZ) asociativita
(Xu)uzZ=XU(Yu2)

XNX=X, XuX=X idempotence

XNYUuZ)=(XNnY)U(Xn2) distributivita

XUl n2Z)=XUY)Nn(XU2)

XUXNY)=X, XN(XUY)=X zdkony absorpce
—(XNY)=(—-X)Uu(-Y) De Morganova pravidia
—(XUY)=(=X)n(=Y)

—(-X)=X pravidlo dvojiho komplementu
XNnp=0, Xud=X zékony o () a univerzalni tridé V

XNV=X, XUV=V
XN-X=0, XU-X=V, 0£V
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Dalsi vlastnosti operaci
Pravidla o rozdilu tfid
X-Y=Xn(-Y) X-0=X, 0—-X=0
X-X= X-V=
Uvedené rovnosti pro operace M, U, —, jsou vlastné axiomy Booleovych 4 V=0
algeber. (X-Y)-Z=X-(Yu2
i ) . y L .. ) X-Y-2)=X-Y)U(Xn2Z)
Omezime-li se ha mnoZinu v8ech podmnoZin néjaké mnoziny z, tj. na
P(x), pfitemz véude tfidu V nahradime mnozinou x (takze napf. —y X-Y)-ZcX-(Y-2)
bude znagit mnozinu x —y = {z € = ; z ¢ y}), pak P(x) tvofi Vlastnosti inkluze
s operacemi M, U, — Booleovu algebru.
XCYANYCXoX=Y XCV, pCX
XY XNnY=X XCY-XUY=Y
Vlastnosti potence a sjednoceni:
UPX) =X, XC2PUX)
27— —28—

Distributivni zakony pro x: Bud' [ operace U nebo M. Pak:

Xx(YOZ) = (XxY)O(XxZ), (XOY)xZ = (Xx2Z)0(Y x2)

Vlastnosti obrazu:

X'(YUuZ)=X"YUX"Z X'YNZ)CX'YNnX"Z
XY -X"ZCX"Y - 2)

Je-li F" funkce, plati

Prorelace R, S, T plati:

(RY) ™' =R, (RoS)"'=8'R", Ro(SoT) = (RoS)oT

Relace ekvivalence
Relace R na tfidé A je:

o reflexivni na A, jestlize (Vo € A)(z,z) € R, 4. Id4s C R
o symetricka, kdyz (z,y) € R — (y,z) € R,
e tranzitivni, kdyz ((z,y) € RA (y,z) € R) — (z,z) € R.

Relace F je ekvivalence na tfidé A, je-li reflexivni na A, symetricka a
tranzitivni.

Rikdme, Ze F je ekvivalence, je-li ekvivalenci na svém definiénim oboru.
Extenzi prvku x v relaci £, E"{x}, nazyvame téz tfidou ekvivalence
prvku x a znagime ji symbolem [x] 5. Rikame, Ze x je reprezentant tFidy
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Faktorizace, pokryti, rozklady

Je-li E ekvivalence na mnozing A, nazyvdme mnoZinu
A/E ={[z]p ; x € A}
faktorizaci &i faktorem mnoziny A podle ekvivalence E .

Rekneme, ze tiida C je pokryti tridy X, neboli Ze pokryva tridu X, jestlize
CCPX)-{0talyC =X.

C je rozklad neboli disjunktni pokryti tfidy X, je-li pokrytim tfidy X sestavaji-
cim ze vzajemné disjunktnich mnozin, . (Va,y € C)(z #y — zNy = 0).

Je-li E ekvivalence na mnozing A, je A/ E rozklad mnoziny A.
Naopak, je-li C' rozklad mnoziny A, je relace
E={{a,b) e Ax A; (FueC){a,b} Cu)}

ekvivalencina Aa A/E = D.

—30—

Kongruence
Bud A tfida, F' : A™ — A funkce a F ekvivalence na A.
Rekneme, ze F je kongruence viisi F' na A, jestlize plati
Va1, . xn)(Val, .2z, 2y € EA L A (T, 1)) €F

— (F(x1,...,m0), F(2],...,2})) € E)
Je-li E kongruence vigi F' na A, mizeme funkci F' prenést z A na A/E
jakozto funkci F” : (A/E)™ — A/ F definovanou predpisem:

F'(lx1g,y - [xnlg) = [F(x1, ., 70)] B

(tj. tzv. pomoci reprezentant(; kongruence zaruCuje, Ze definice je korektni).

Faktorizace je dulezity a hojné uzivany matematicky obrat. Casto konstruujeme
urditou strukturu tak, Ze nejprve vytvofime néjakou o dost véts§i mnozinu a poté
nékteré jeji prvky tzv. ztotoZznime. Je-li toto ztotoZznéni kongruence, zachovaji se

i operace definované na puvodni vétsi mnoziné.

—31—
PFiklad: Strukturu Q racionalnich &isel s operacemi s&itani, od&itani, nasobeni
ainverzniho prvku, Ize ziskat faktorizaci struktury (Z x (N — {0}),®,©,®, 1),
(c,d
(e, d) = {ad — be, bd),
(c,d

= (b,a),proa >0

e (a,b ) = (ad + bc, bd),

a,b

(a,0) ®
(a,0) ©
(a,b) ®
(a,0)
(a,0)

) = {ac, bd),

[ ]
—

a,b)™
N -1

a,b (—=b,]al),proa <0

podle kongruence ~ definované vztahem: (a, b) ~ (¢, d) < ad = be.

(Obvyklé usporadani Ize na Q zavést vztahem [{(a, b))~ <@ [(c,d)]~

ad < bc, kde na pravé strané < znaci usporadani celych Cisel.)

—320—

Priklad: Necht =, (,rovnost modulo p*) je relace definovana na 7 vztahem
a=pbepla—>,

kde p | x znagi ,p déli x *

Ukol: Ovéfte: je-li p prvodislo, je =,, kongruence viici s¢itani a nasobeni na Z.

Faktorizaci okruhu (Z, 0, 1, +, -) podie kongruence =y, kde p > 1 je prvo-

Cislo, ziskame konec¢né, algebraicky uzavrené téleso charakteru p, oznacované
L.
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Usporadani
Relace R na tfidé A je:
e slabé antisymetrickd, jestlize (z,y) € RA(y,z) E R—x =y
e antisymetrick, tj. plati-ii (z,y) € R — (y,z) ¢ R

e trichotomicka na A, plati-l (Vx,y € A)({z,y) € RVz = yV
(y,x) € R).

R je usporadani na A, je-li reflexivni na A, slabé antisymetricka a tranzitivni.
R je ostré uspofddani, je-li antisymetricka a a tranzitivni.

Z uvedenych vlastnosti ihned plyne, Ze ostré uspofadani je téz antireflexivni, tj.
ze plati (Vo € A)((z,x) ¢ R).

Je-li relace R usporfadani (resp. ostré usporadani) a R je trichotomické na A,

nazyva se R linearni uspofadani (resp. ostré linedrni usporadani) na A.

—34—

Rekneme-li, 2e (A, R) je (ostré) usporadani, znamena to, Ze R je (ostré) uspo-
fadanina A a A # (). Misto (z,y) € R v takovém piipadé obvykle piseme
z Ry.

Neostrému usporadani (A, R) odpovida ostré usporadani (A, R — Id ).

Relaci usporadani na néjaké tridé znac¢ime nejcastéji symboly <, <, C, <J apod.

Odpovidajici ostré uspofadani pak symboly <, <, C, <.
Trida X C A je tzv. dolni tfida v uspotadani (A, <), jestlize
Ve X)(Vye A)(y <z —yeX).
Plati-li naopak
VreX)Vye A)(z<y—yeX)

je to tzv. horni tfida.

Necht ) £ X C A. Prvek y € A je v uspofadani (4, <)
e minoranta tiidy X , jestiize (Vz € X)(y < z),
o majoranta tiidy X , jestlize (Vz € X)(x < y).
e nejmensi prvek tfidy X, je-li minorantou a prvkem X
o nejvétsi prvek tidy X , je-li majorantou a prvkem X
e miniméini prvek tfidy X, plati-iy € X a (Vx € X)—-a < a
e maximaini prvek tfidy X, plati-iy € X a (Vx € X)—y < x
e infimum tiidy X (piseme y = inf 4 <)(X)), jestlize je nejvétsim prvkem
tfidy v8ech minorant tfidy X
e supremum tiidy X (piseme y = sup(Aé)(X)), jestlize je nejmengim
prvkem tfidy v&ech majorant tfidy X
Pokud existuji, jsou nejmensi prvek, nejvétsi prvek, infimum a supremum uréeny
jednoznacné. V linearnim uspofadani pojmy miniméalniho a nejmensiho prvku

splyvaji. Obdobné je tomu s maximalnim a nejvét§im prvkem.

— 36—
(A, <) je tzv. dobré uspofadani, ma-li kazda neprazdna podmnozina u C A

v uspofadani (A, <) nejmensi prvek.

Kazdé dobré uspofadani je linearni, nebot jsou-li z,y € A, musi mit mnozina
{z,y} C A nejmensi prvek, tudiz bud < y nebo y < .

Mnozinové usporadani (a, <) je dpiny svaz, ma-li kazda neprazdna podmno-

Zzina mnoziny a v (a, <) infimum i supremum.

Pfiklad: Necht (P(a), C) znaéi uspofadani (P(a), R), kde
R={({x,y);zCyCal

Je-li ) # u C P(a), pak SUp(p(a),c) (0) = Ju ainf(pa) c)(u) = Ny,
(P(a), C) je tedy plny svaz.

Je-liz € a, je {«} minimaini prvek tfidy P(a) — {0} v uspotadani (P(a), C).

Jinym prikladem Gplného svazu je tieba uzavfeny interval [0, 1] redlnych &isel

s obvyklym usporadanim realnych Cisel.
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—37—

Véta (o pevném bodu): Bud' (a,<) dpiny svaz a f neklesajici funkce na
(a, <), .

fra—a a (Vr,yca)(z<y— f(z) < [f(y)):

Pak existuje u € a tak, ze f (u) = u. (Rikdme, Ze u je pevny bod funkce f.)

Dukaz. Uvazujme mnozinut = {v € a ;v < f(v)} C a.Plati t # (), nebot
zjevné inf(aé)(a) € t. Oznac¢me u supremum mnoziny t. Ukazeme, Ze u je
pevny bod f. Pro kazdé v € t tedy plati v < w a diky definici £ a monoténnosti
zobrazeni f tedy v < f(v) < f(u) atudiziu = sup(, <)(t) < f(u)z
definice suprema. Z monoténnosti proto plyne f(u) < f(f(u)). Pak ovéem
f(u) € t (dle definice t), tudiz f(u) < u (neb u je majoranta t); jelikoZ vime
iu < f(u), dostavame celkem u = f(u) diky slabé antisymetrii usporadant.
O

Mohutnost mnoziny

Pojem mohutnost mnoziny, jenz odpovida intuitivné pojmu ,pocet prvki“, zava-
dime formalné ponékud oklikou, totiz prostfednictvim srovnani. Otazce zda a
pfipadné kdy je mozné se ptat ,kolik je mohutnost mnoZiny*, se budeme véno-

vat pozdéji.
Pro porovnavani ,velikosti“ mnozin zavadime dvé dulezité relace:

Mnozina x je subvalentni mnoziné ¥, neboli, x ma mohutnost mensi nebo rovnu
mohutnosti y (piSeme x < 1Y), jestlize existuje prosté zobrazeni mnoziny x

do y.

Mnoziny x a y jsou ekvipotentni, neboli maji stejnou mohutnost (piSeme x ~ v),
existuje-li prosté zobrazeni x na y (bijekce).

Plati-li x < y, nikoli véak © ~ y, fikame, ze x je ostfe subvalentni vy, neboli ze

mnozina x ma (ostfe) mensi mohutnost nez mnoZina y, a piseme x < y.

—39—
Evidentné plati nasledujici vztahy
TRT (identicka bijekce Id,, : © — x)
TRy Sy (inverze ™" bijekce [ je bijekei)

(x~yAymz)—x~z (slozenibijekeije bijekce)
rCy—zr=xy Id, : © — y je prosté
r T

(r<xyAy=<2z) —x=<z (slozeniprostych zobrazeni je prosté)

Z uvedenych vlastnosti vidime, ze

w relace A~ je ekvivalence na tfidé V. Je-li x # (), je ovéem [z]~ vlastni tfida

(stadi naptiklad uvazit, ze {{y} x x ; y € V} je vlastni tfida a €ast [x]~),

- relace <X je reflexivni a tranzitivni.

—40—

Véta (Cantor, Bernstein):

(zsyry=<az)—zry

Ddkaz. Podle predpokladu existuji prosté funkce f : © — yag : y — x. Stadi
dokazat, Ze existuje u C x takové, Ze plati

z—u=gly— flull, neboli u=2z—gly— flull,

nebot pak mizeme definovat prosté zobrazeni h mnoZiny x na mnozinu y pfedpisem

hz) = f(z) prozeuw
g 1z) poz€x—u
u nalezneme jako pevny bod funkce H : P(z) — P(zx), H(u) =z — gly — fu]].
Jelikoz (P(x), C) je tplny svaz, sta&i podle véty o pevném bodu, ukazeme-li, ze H je
C-neklesajici. Necht u C v C x. Pak zfejmé f[u] C f[v], y— f[u] 2 y— f[v], tedy
9ly—flull 2 gly— flv]) akonetné H(u) = z—gly— flul] € x—gly—fv]] =
H(v). O
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— 41—

Skala mohutnosti mnozin neni shora omezena; ke kazdé mnoziné totiz

existuje mnozina vét§i mohutnosti, jak ukazuje nasleduijici véta:
Véta (Cantor): © < P(z)

Dikaz. Ziejmé x < P(x) (stadi napt., polozime-li f(z) = {z} pro
z € x). Zbyva dokazat —(z =~ P(x)).

Sporem: necht [ je prostd funkce zobrazujici x na P(z). Polozme
u={z€ux;z2¢ f(2)}. Je u € P(x), tudiz musi existovat a € x
tak, ze f(a) = u. Platibud a € f(a), neboa ¢ f(a). Kazda z téchto

formuli je v8ak v bezprostfednim s sporu s definici mnoziny w. a

— 42
m Domluvme se, Ze prazdnou mnozinu () budeme téZ oznadovat symbolem
0, singleton {0} symbolem 1 a dvouprvkovou mnozinu {0,1} symbolem 2

(posléze analogicky zavedeme v§echna pfirozena ¢isla).

Disjunktni sjednoceni tfid X, Y je tfida X W Y definovana vztahem
XWY = ({0} xX)U({1} xY) ={{0,a) ;a € X}U{(1,b) ;b€ Y}.

Pak: X =(XWY){0} a Y=(XuwY)' {1}
Pro mnoziny x, y plati ztejmé x U y < * W y. Je-li = alespon dvouprvkova, je
rWr <2 XxProx =1, y~1y azdaleplat:
rWy =~z Wy rxy~a xy
rHy~ydx TXYRYXT
zW(yWz) = (zWy) Wz rx (yxz)=(xxy) Xz
X (yWz) = (zxy)W(z X 2)

Ve n Ve P(x) ~ P(z")

— 43—

Pfiklad: Ovéfime napt. z X (yWz) ~ (z X y) W (z X 2):

Néznak dikazu. Prvky mnoziny vievo jsou tvaru d = (a, (i, b)), kde
acx,beyUzaie{0,1}, pficemz

(i=0—beyAN(i=1—0bez)

Necht f je zobrazeni pfitazujici libovolnému takovému prvku d = (a, (i, b))

mnozinu f(d) = (1, (a,b)).
Snadno se ovéfi, ze:

1. f(d) € (z x y) W (x x 2),

2. mg(f) = (z x y) W (z X z), neboli f je na,

3. f je prosté

— 44—
MnoZzinové operace = W y, x X y a Yx spliuji podobné zakony vici
relacim ~ a =<, jako plati pro s¢itani, nasobeni a mocnéni pfirozenych
Gisel vici < a =. Plati totiz:
o'z ={0}a¥d=0proy # 0.
e Pro mnoziny x, y, u, v dale plati:
0#2r<y—"ux"u Y(Tu) m X2y

u=<v—u<% @)y~ Ty x Yy

Dokazme napfiklad formuli v rdmecku:

Pro kazdé zobrazeni f : y — “u definujme funkci by : y X o — u vztahem
hy((a, b)) = f(a)(b).

Piifazeni h : f + hy urtuje funkei h : ¥(*u) — W@y,

Snadno se ovéfi,ze h je prosta a na. O
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— 45—
Tvrzeni: 1. P(a) = *2.
2 Jediaxam~aaa#l, pak® ~ % aP(a) x Pla) = P(a).

Dukaz. 1. Zobrazeni h : P(a) — “2 bud definovano pfedpisem

h(z)(2) = 1 prozex

0 proz€a—=x

Snadno se nahlédne, ze h je prosté zobrazeni P(a) na 2.
2. Pro a = () plati tato &ast tvrzeni evidentn&. Bud' tedy a = 2.

Pak zfejmé “a = “2. Ddle “a C P(a x a), tedy *a < P(a x a) atudiz, je-li
axara,je < Pla) ~ 2.

Déle:a X2 X a =< aXa~r aatedy

P(a) x Pla) m 92 x 12~ W19 = 2X09 5 19 ~ P(q)

— 46—
Prirozena Cisla v teorii mnozin

Pfirozend Cisla zavadime do teorie mnozin zplsobem, jenz pochazi od
von Neumanna: pfirozené €islo je mnozina v8ech mensich pfirozenych
Cisel. Tedy:

e 0 je prazdna mnozina ()

e 1 je jednoprvkova mnozina {0} = {0}

e 2 je dvouprvkova mnozina {0,1} = {0, {0} }

e 3 je tfiprvkova mnozina {0, 1,2} = {0, {0}, {0, {0} }}, atd.

e 1 je tedy n-prvkova mnozina {0, ...,n — 1}
e n + 1jetedy n + 1-prvkova mnozina {0,...,n} =nU{n}

Dale se budeme vénovat tomu, zda a jak Ize definovat mnozinu vSech-
pfirozenych ¢isel.

— 47—
Induktivni mnoziny
Rekneme, Ze mnoZina z je induktivni, jestlize

Dezn(Vr)(z€z—aU{r}E2).

Libovolna induktivni mnoZzina tak zfejmé obsahuje kazdé konkrétni pfiro-

zené Cislo n, zkonstruované dle von Neumanna.
Tvrzeni: Existuje nejmensi induktivni mnoZina (v usporadani inkluzi C).

Ddkaz. Axiom nekonec€na zaruCuje existenci néjaké induktivni mnoziny
2o. Polozme w = {2z C 2o ; z je induktivni}. w je induktivni, nebot
() je prvkem v8ech induktivnich podmnoZin mnoZiny 2o a je-li y € w, je
y € zatedyiyU {y} € z prokazdou induktivni z C 2, tudiz y U
U {y} € w. Déle, w je nejmensi ind. mnozina, nebot je-li z; induktivni,
je zo M z1 také induktivni; jelikoz 2o N 21 C 2zp, je w C 2o M 21, a tedy
w C 2. O

— 48—

Mnozina pfirozenych cisel
Mnozinou pfirozenych &isel nazyvdme nejmensi induktivni mnozinu a zna¢ime
ji w, ptipadné N. Je to tedy nejmensi mnozina obsahuijici () a uzaviena na

operaci ,néslednika“x U {x} (odpovida operaci +1).

Na mnoziné w budeme definovat operace souctu, soucinu. S jejich pomoci Ize
zavést dal$i zakladni pojmy aritmetiky pfirozenych Eisel. UkaZzeme, Ze pro prvky
w plati princip indukce, jenz umoziuje dokazat vSechna tvrzeni znama z ele-

mentarni aritmetiky.

Prvkim mnoziny w budeme tikat pfirozena Cisla v teorii mnoZin, kratce pfiro-
zen4 Cisla.

Uvédomme si v8ak, Ze pfirozena o nichz mluvime v meta-jazyce (napf. ve vété

Jformule ¢ ma n volnych proménnych“ nejsou objekty teorie mnozin. Rikame

jim metamatematicka pfirozena cisla.
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— 49—

Kazdému metamatematickému &islu n odpovida néjaké pfirozené Eislo
T v teorii mnozin. Ziskame je n-nasobnou aplikaci operace naslednika
naf,cilim=S(...(S(0))...),kde S(x) =z U {z}.
N—_——
n-krat
Na opacny vztah obecné nelze spoléhat: z principu kompaktnosti v logice

plyne, Ze teorie mnozin rozsifena o novou konstantu ¢ a axiomy
cEwWNCET

pro kazdé (metamatematické) n, je bezesporna.

Nevyhneme se tak moZnosti, Ze do w padne i néjaky prvek, jenZ neni

tvarum pro Zadné konkrétni metamatematické n.

S tim je tfeba se smifit. Podstatné je, Ze se prvky mnoziny w v teorii

mnozin ,chovaji“ jako pfirozena Cisla.

—50—
Tvrzeni (Princip matematické indukce):
(dvé alternativni formulace)

1. Necht () je formule jazyka teorie mnoZin. Pak plati

(@) A (Vo € w)(p(x) = p(zU{z}))) = (Vo € w)p(z)

2. Necht z C w takovd, 2e() € z aprokazdéx € z jex U {z} € z.
Pak z = w.

Dukaz. 1. Mnozinay = {z € w ; ¢(z)} je induktivni, tudiz w C y.
Soucasné y C w z definice.

2. Opét, z je induktivni, tedy w C z. Z predpokladu z C w, Ciliw = z.
O

—51—
Usporadani pfrirozenych Cisel
Oznacme < relaci definovanou na mnoziné w vztahem
r<ye— (r=yVzey).
Tvrzeni: (w, <) je dobré (a tedy linearni) uspofadani; je diskrétni, nema
nejvétsi prvek, jeho nejmensim prvkem je &islo 0 a (w, €) je odpovidajici
ostré usporadani.

Dale (Vz,y € w)(x <y <z Cy).

Pfipomefime, Ze linearni uspofadani (A, <) je diskrétni, ma-li kazdy prvek ,
ktery neni minimalni, bezprostfredniho pfedchudce (j. existuje nejvétsi z prvku
mensSich nez x) a kazdy prvek x, ktery neni maximalni, ma bezprostiedniho

naslednika (1j. existuje nejmensi z prvki vétsich nez x).

Tvrzeni dokdzeme, nejprve ale dokazeme lemma...

— 5o

Lemma: Pro kazdé x € w plati:

1. 2#0—-0¢€x,

2 (Wew)(z<y—aCy),

3 VWew)(zey—azU{z} <y),

4. r¢x
Dukaz. 1. Indukci: je-li z = 0, neni co dokazovat. Je-li 0 € z, je zjevné 0 € x U {z}.
2. Pro & = y je to trividlni; pro © € y indukci dle y: pro y = 0 neni co dokazovat.

Plati-li to pro y aje-liz € y U {y}, je bud & € y a pak dle indukéniho pfedpokladu
2 C y,nebo x = y. V obou pfipadech z C y C y U {y}.

3. Zvolme x € w libovolné, ale pevné. Formuli dokazujeme indukci dle . Je-liy = 0,
neni co dokazovat. Necht formule plati pro y, dokazeme ji pro y U {y} Necht x € yU
U {y}. Pak bud x = y, odkud U {x} = y U {y}, nebo = € y # x atedy dle
indukéniho predpokladu = U {x} < y, odkud z definice z U {z} € y U {y}.

4. Indukei: pro = 0 to plati. Necht @ ¢ . Kdyby x U {z} € a U {z}, pak bud
xU{x} € xodkuddle2.a3. 2 U {z} C z,nebo z U {x} = x.V obou pfipadech
T € x, spor s indukénim predpokladem. O
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Tvrzeni: (w, <) je dobré (a tedy linearni) uspof4dant; je diskrétni, neméa nejvétsi pr-
vek, jeho nejmensim prvkem je &islo 0 a (w, €) je odpovidajici ostré uspofddéni. Navic
prox,y € wjex <y pravé kdyzx C y.

Dukaz. < je reflexivni z definice. Dle bodu 2 lemmatu, z < y implikuje  C y. Je-li
r<y<zax#ypakx €y C ziiliz € zatedy z < 2. Tudiz je < tranzitivni.
Slab4 anti-symetrie plyne z tranzitivity a bodu 4 lemmatu. Kdyby totiz * < y < x, pak
by specidlné z € y C z, tudiz z € z, spor.

Ze (w, <) je dobré, neboli ze kazda neprazdna podmnozina u C w ma <-nejmensi
prvek, ukazeme sporem: Necht u nema <-nejmensi prvek. Oznacme v mnozinu v§ech
minorant mnoziny u, . v = {z € w ; (Vy € u)(z < y)}. Zfejmé u N v = ( (prvek
priniku by byl nejmensi v u). Ze stejného diivodu 0 € v. Necht & € v. Pak pro kazdé
y € uplatiz € y (kdyby x = y, bylby z € uNv). Dle bodu 2. lemmatu xU{x} <y,
giliz U {z} € v.Z principu indukce tedy v = w a tedy u = (), spor.

(w, <) je tedy linearni. Kdyz  C y, jex < y, nebjinak y < x atedy y € y, spor.
(w, <) nema nejvétsi prvek, nebot = < U {x}. Je diskrétni, nebot je-li 0 # x € w,
pak existuje y € x tak, ze = y U {y} (jinak by mnozina x byla induktivni). Kdyby
existovaloy < z < y U {y}, paky # 2, atedy z € y, &iliy < 2 < y, spor. O

— 54—

DalSi ciselné obory v teorii mnozin

K zavedeni operaci s¢itani, nasobeni a umocnovani na w se vratime pozdéji.

Obor celych &isel Z zavedeme napi. jako mnozinu w U ({1} x (w — {0})),
piicemz prvek tvaru (1,x), kde 0 # x € w, interpretujeme jako &slo —zx.

Operace na 7Z se zavedou jako vhodné roz§iteni operaci na w.

Obor raciondlnich &isel Ize zavést napt. faktorizaci mnoziny Z x (w — {0}),
podle kongruence ~ definované vztahem (a, by ~ (c,d) < ad = be. TFidu
této ekvivalence tvaru [(a, 1)]., kde a € Z, navic obvykle ztotozfiujeme pravé

s Cislem a.

Redlna cisla se v teorii mnozin obvykle konstruuji na zékladé Eisel raciondl-
nich, a to napfiklad pomoci tzv. Dedekindovych fezi. Konstrukei reélnych ¢isel

probirat nebudeme.

Kone¢né mnoziny
Definice: MnoZina x je kone¢nd, piseme Fin(x), jestlize existuje n € w tak,

Zze x =~ n. Mnozina je nekonecna, neni-li kone¢na,
Tridu véech konegnych mnozin zna¢ime Fin, tj. Fin = {z ; Fin(x)}.

Tvrzeni: Kazd4 induktivni mnoZina je nekonecna.

Ddkaz. Je-li z induktivni, je z ~ x — {(} (zobrazeni y — yU{y} dosvédiuje
subvalenci z < x — {0}). Ddle indukci: je-li  ~ 0, je z = 0 a x tedy
neni induktivni. Necht n € w, pfi¢emz zadné x ~ n neni induktivni. Kdyby
existovala induktivni mnozina y ~ n U {n}, pak zteimé n ~ = — {()} a tedy

n X T, Spor. O

Nékolik jednoduchych tvrzeni o koneénych mnozinach
1. Fin(z) = (Vy)Fin(z U {y})

Dikaz. Snadno indukci podle n ~ . O

2.Princip indukce pro kone¢né mnoziny

e AnNVze A)(Vy)(zU{y} € A)) - FinC A

Dukaz. Necht A spliiuje predpoklad implikace. Indukci podle n € w

snadno ovétime, Ze pro z &~ n plati x € A. O
3.2 Cn= Fin(z)

Duikaz. Indukei: pro n = 0 trividlni, je-lix C n U {n}, jebud z C n,
pak pouzijeme indukéni predpoklad, nebo dle indukéniho predpokladu
Fin(x — {n}) atedy Fin(z) dle 1. O
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— 57—
4.Fin(x) A Fin(y) = Fin(z U y)

Dukaz. Indukci podle n = vy, pomoci 1. O
5. Fin(z) = Fin(P(x))

Dukaz. Indukci pro konegné mnoziny. Ziejmé Fin(P(0)), nebot P(0) =
{0}. Zbyva dokazat, ze je-li Fin(a) a Fin(P(a)), pak pro libovolné b je
Fin(P(aU{b})). To plyne z 4. atoho, ze P(a U {b}) = P(a) Uc, kde
c={zU{b};z € Pla)} = P(a), atedy Fin(c). O

6. Fin(a) A Fin(b) — Fin(a x b)
Dukaz. ihned z 5. atoho, ze a X b C P(P(a U b)). a

7.Fin(a) A Fin(b) — Fin(*b))

— 58—
Dukaz. ihned z 5. a toho, ze *b C P(a x b). O

8. (Fin(z) A (Vz € x)Fin(z)) — Fin({J z)

Diikaz. Indukci pro koneéné mnoziny. Pro x = () trivialng. Plati-li dale
tvrzeni pro néjakou kone¢nou mnozinu x, jejiz véechny prvky jsou ko-
necné, plati i pro x U {y}, kde y je koneéna, nebot | J(z U {y}) = yU
U |J = a prava strana je koneéna dle indukéniho pfedpokladua 4. O

9.(Vn,m € w)(n~m —n=m)

Dikaz. Indukci dle n. Pro n = 0 je tvrzeni trividlni. Necht n splfuje
formuli (Ym € w)(n & m — n = m). Dokazeme, Ze ji spiiuje
i nU{n}, ato indukci die m. Pro m = 0 neplati n U {n} ~ m,
tedy implikace plati trivialné. Necht implikace plati pro m a necht n U
U{n} ~mU{m}.Bud f : nU{n} — mU{m} bijekce. Pfipadnou

— 59—
zaménou funkénich hodnot f v bodech n a f~1(m) ziskame bijekci
[ inuU{n} — mU{m} takovou, ze f'(n) = m. Pak f’|n je bi-
jekce n a m, tedy n =~ m; a podle indukéniho predpokladu n = m.
Tudizn U {n} =muU {m}. O

10.(n€wAzCn)—x=<n

Dukaz. Indukci: pro n = 0 trivialni; necht’ implikace plati pro n a necht
r C nU{n}. deliz —{n} C n,jex —{n} < n de indukéniho
predpokladu a tedy x < n U {n}. V opatném pfipadé zbyva moznost
x =n,pronizplatiz < nU{n}trivilnéan £nU{n}des. O

11. Je-liy C x ay = z, je x nekonecna.

Ddkaz. Plyne z 10. O

Tvrzeni 11. vyslovuje dlleZitou vlastnost kone¢nych mnozin, totiz Ze je-

jich vlastni ¢ast je vzdy mensi nez celek.

Toto tvrzeni navrhnul jako definici kone€nosti mnoziny Dedekind. V Zermelo-

Fraenkelové teorii mnozin v8ak (bez pfidani dal§iho axiomu, napf. axi-

omu vybéru) nelze dokazat opa¢nou implikaci, tj. tvrzeni
MnozZina, jejiz kazda vlastni ¢ast ma mohutnost mensi nez celek,
je koneéna.

Problém spociva v tom, Ze obecné nejsme s to k dané nekone¢né mno-
Ziné x nalézt y C x a bijekci y na x (pfestoze pro v8echny ,konkrétni*

nekone¢né mnoziny, jako je tfeba w, takova zobrazeni nalézt umime).
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—61—

Zavedeni operaci na w

Z predchoziho plyne, Ze sjednoceni, kartézsky soucin i mnozinovd mocnina
dvou koneénych mnozin jsou tedy kone¢né mnoziny. Kazda kone¢na mnozina
ma mohutnost pravé jednoho pfirozeného Cisla. Operace scitani, nasobeni a

mocnéni proto zavadime nasledujicimi vztahy. Pro n, m, k € w:
n+m=%k < kxnWm,
n-m=%k < k=xnxm,
n"=k < kx"n.

V kazdém z nich je &islo k, udavajici vysledek uvedené operace, uréeno jedno-

znacné (diky tvrzeni 9.)

—62—

Snadno se ovéfi, Ze pro pfirozena &isla v teorii mnozin s vySe uvedenymi ope-

racemi a usporadanim, plati vSechny axiomy Peanovy aritmetiky.

Na druhou stranu jsou zndma tvrzeni o pfirozenych ¢islech, jez jsou dokaza-
telnd v teorii mnozin, ale v Peanové aritmetice je nelze dokazat ani vyvratit.
Nahradime-li v§ak v teorii mnozin axiom nekone¢na jeho negaci, situace se
zmeéni. V takové ,teorii kone¢nych mnozin“ jsou o prirozenych Cislech dokaza-

telna pravé tataz tvrzeni jazyka aritmetiky, jako v Peanové aritmetice.

To poukazuje na zajimavy fakt, totiz ze az zkoumanim nekone¢nych mnozin Ize
ziskat nékteré poznatky o kone€nych mnozinach (potazmo pfirozenych &islech),

jez by ndm jinak zustaly skryty.

—63—

Spocetné a nespocetné mnoziny
Rekneme, Ze mnozina je (nekoneénd) spodetnd, ma-li stejnou mohutnost

jako mnozina pfirozenych &isel.

Rekneme, e mnozina je nejvyse spodetnd, je-li budto koneéna nebo

spocetna.

Mnozina je nespocetnd, je-li nekone€na, ale neni spocetna.
Piiklad: P(w) je nespotetna

Dikaz. Dle Cantorovy véty w < P(w). O

— 64—
Piiklad: w X w ~ w (Dusledek: “w ~ “2)

Dukaz. Vyuzijeme Cantor-Bernsteinovy véty. Zfejmé f : w — w X w defino-
vané predpisem f(n) = (n,n) je prosté, tudiz w < w X w.

Naopak, zvolme dvé ruznd prvocisla p, g, napt. p = 2 a ¢ = 3. Zobrazeni
g w X w — w definujme jako g({m,n)) = p"™ - ¢™. Ze znamé véty

o jednoznacnosti rozkladu na prvocisla plyne, Ze g je prosté, tudiz w X w <X w.

Dokazali jsme obé subvalence, tudiz w X w ~ w. O

Jiny diikaz. Pf¥imo sestrojime bijekci w X waw

jako
3
f(<n7 m>) _ (77/+m+ 1)(Tb+m) +n. 2 5 ~a=f(2,1)=%+2
2 1 ¢ & 7
Ze jde o bijekci se musi formalné ovéfit, patrné to R

je v8ak ihned z obrazku vpravo. O
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— 65—

Tvrzeni: 1. Sjednoceni kone¢ného poctu nejvyse spocetnych mnoZin je nej-
vyse spocetna mnozina.

2. Sjednoceni kone¢né mnoha mnoZin je nekonecné pravé kdyz aspori jedna

Z nich je nekonecéna.

Dukaz. 1. Staci dokazat, Ze pro nejvySe spocetné mnoziny x, y je tUy nejvyse
spocetné, odkud jiz tvrzeni plyne indukei dle poétu sjednocovanych mnozin. Dle
predpokladu existuiji prosta zobrazeni f : * — wag : y — w. Zobrazeni
h : x Uy — w definované predpisem

2- f(a proa € x
ha) = (a)
2-g(a)+1 proacy—=z
je zjevné prosté, tudizx Uy X w.
2. Plyne z tvrzeni 8. o kone€nych mnozinach, Ze sjednoceni koneéné mnoha

kone¢nych mnozin je kone¢né. O

— 66—
Tvrzeni, Ze i sjednoceni spocetné mnoha nejvyse spocetnych mnozin je
spocetné, nelze v teorii mnoZzin obecné rozhodnout bez néjaké formy tzv. axi-

omu vybéru, o némz se zminime pozdgji. Lze vSak dokazat:

Pfiklad: Je-li y spogetna a (f, ; = € y) je soubor prostych zobrazeni tako-

vych, Ze f; : * — w, pak U Y je nejvySe spocetné.

Dikaz. Bud' g : y — w prosté. Pro a € |Jy bud h(a) = (fz(a), g(x)),
kde 2 € y volime tak, aby a € z a (V' € y)(a € 2’ — g(z') < g(z)).
Pak h : [Jy — w X w je prosté zobrazeni. | y je tudiz nejvyse spogetna. O

Rozdil mezi shora uvedenym tvrzenim a timto pfikladem je v tom, ze v pfikladu
je pfedem zadan systém zobrazeni svéd¢icich o spo€etnosti mnozin x € y.
Ke kazdé jednotlivé mnoziné x € y sice mUzeme diky spoCetnosti néjaké
prosté zobrazeni f, : © — w zvolit (existenéni kvantifikator), ovéem ve zcela
obecném spocetném pfipadé nam vybrat f,. pro véechna x € y naraz, umozni

az zminény axiom vybéru.

— 67—
Piiklad: Z, QQ jsou spocetné, jak plyne snadno z jejich konstrukce a

vztahu w X w ~ w.

Piiklad: R je nespotetnaa R ~ P(w) ~ “2.
Mohutnosti mnoziny “2 se proto fikd mohutnost kontinua.

Nespocetnost R Ize nahlédnout nékolika zpusoby. Jednou moznosti je
hned dokazat, 2e R ~ P(w) a pouzit Cantorovu vétu (provedeme déle).

Ukazme si diikaz pomoci Cantorovy diagonalni metody: Pfredpokladejme,
ze existuje bijekce r : w — R. Definujme ¢&islo s, dané desetinnym roz-
vojem 0, SgS1S3 . . ., kde s, jsou Cislice zvolené napt. takto: s,, = 2, je-li
gislice na n + 1-nim desetinném misté &isla () rovna 5; je-li rizn4 od
5, klademe s,, = 5. Pro kazdé n € w se &islo 7(n) a nami pravé defi-
nované &islo s li§i pravé nan + 1 desetinném misté. Tedy s ¢ rng(r).
Ptitom zjevné s € R, coz je spor s predpokladem, Ze 1 je zobrazeni na.

Odvodime R ~ P(w).
Kazdé realné C&islo r je supremem mnoziny racionalnich Cisel mensich
nez r. Z toho vyplyva, Ze zobrazeni pfifazujici ¢islu r pravé tuto pod-
mnozinu Q je prosté, atedy R < P(Q) ~ P(w).
Obracené: Vime, ze P(w) ~ “2. Stadi tedy “2 prost& zobrazit do R.
K tomu stagi, pfitadime-li kazdé funkci f € “2 &islo z intervalu [0, 1]
s desetinnym rozvojem r; = 0, f(0) f(1) f(2) . . ., neboli polozit 7y =
S f(n)

n=0 10" *

Jsou-li f, g € “2 razng, lisi se jejich hodnoty na néjakém n € w ary

se tudiz li§7 od 7, na n + 1-nim desetinném misté. Zobrazeni f — 7

je tedy prosté. |
Dusledek: R x R =~ R.
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Priklad: Cantorova mnozina, neboli Cantorovo diskontinuum

Pozménime-li vzorec z minulého pfikladu a funkci f € “2 pfitadime nyni &islo

dr =320 %(,,n) ziskame tzv. Cantorovu mnozinu D = {d; ; f € “2}.

Jezjevné ze D C [0,1] aze D ~ “2. Je to uzavfena podmnozina R (. je-li
(xn ; n € w) posloupnost prvkd z D, ktera ma v R limitu = limy,—, o0 Zp,
pak € D). Odtud téz plyne, ze (D, <) je Uplny svaz. Diskontinuum je této
mnoziné prezdivano proto, Ze je tzv. totalné nesouvisld, coz v daném pfipadeé

populéarné fe¢eno znamena, Zze mezi kazdymi jejimi dvéma prvky lezi ,dira*.

Mnozinu D si Ize pfedstavit tak, ze z intervalu [0, 1] vyjmeme prostfedni ote-

vieny interval (%, %) pak vyjmeme prostfedni tfetiny obou zbylych kust, atd.

—70—

To, co zbude jakozto priinik mnozin ziskanych v jednotlivych krocich, je prave

¥ 7 - . o n—1
mnozina D. Souget délek vylomenych intervaliije > oo ; 25— = £ 370 [(2)"

1.1
31—

= % - 3 = 1. Zbyla mnozina D mé tedy Lebesgueovu miru 0.

w1

—790—
Priklad (Algebraicka Cisla): Realné Cislo, jez je kofenem polynomu

s celo¢iselnymi koeficienty, tj. splfiuje néjakou rovnici tvaru
A" + 12" .z +ay=0, ap,...,an €7

se nazyva algebraické. Redlné Cislo, které neni algebraické se nazyva

transcendentni .

V8echna racionalni Cisla jsou zjevné algebraicka. Také napf. Cislo V2,
které je iracionalni, je algebraické, nebot je kofenem rovnice 22 —2 = 0

Dodnes je znamo jen velmi malo (typu) pfikladd konkrétnich transcen-
dentnich Cisel, mezi néz patfi &isla 7 a e. Dokazat o néjakém konkrétnim
Cisle, Ze je transcendentni, je velice obtizné.

Dokazat vSak, Ze néjaka transcendentni Cisla skute¢né existuji (a Ze jich
je dokonce velmi mnoho) je, jak uvidime, pomérné snadné (ackoli si to-

hoto zplsobu dikazu do doby Cantora nikdo nevsiml).
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— 73—
Ukéazeme, Ze algebraickych &isel je spoetné mnoho. JelikoZ R je nespodetna,

plyne z toho, Ze transcendentnich Cisel je nespocetné mnoho.

Kazdy polynom n-tého stupné je dan svymi koeficienty. Kazdy polynom s celo-
Ciselnymi koeficienty tak mizeme ztotoznit s jistou kone€nou posloupnosti prvkud
z 7, neboli s n&jakym zobrazenim f : n — Z, n € Z. Rovnice daného typu

Ize tedy ztotoZnit s mnozinou | J,,.,,"Z ~ |J ™w. Ukazeme nejprve, ze

new
mnozina vpravo je spogetna. Necht py znaéi k-té prvogislo. Piifadime-li funkci
f : n — w pfirozené &islo F/(f) = p(f)(o) ~p{(1) ... -p,fl(,nfl), ziskame

prosté zobrazeni uvedené mnoziny do w a jsme hotovi.

Necht Ky znagi mnozinu kofent polynomu zadaného funkci f € "Z. Dle za-
kladni véty algebry mé polynom stupné n nejvy$e n redlnych kofend. Polynom
uréeny f je nejvyse stupné n—1, tudiz Ky ~ m pro jisté m < n. Existuje
pravé jedno zobrazeni Fy : Ky — mtakové, ze x < y < Fp(x) < Fy(y).
Z prikladu, o mohutnosti sjednoceni spo¢etné mnoha nejvyse spocetnych mno-
Zin pak plyne, ze | J{ K ; f € U,c., "Z} je spotetna. O

— 74—
Piiklad: Oznatme C(R) mnozinu v8ech spojitych redlnych funkci. Je
znamo, ze kazda spojita funkce f : R — R je jednoznatné uréena
svymi hodnotami na Q, tj. funkci f[Q : Q — R. Odtud plyne, Ze
C(R) =< “R. Piitom kazda konstantni funkce je spojita, tedy R <
C(R). Jelikoz Q ~ w, R ~ “2, aw ~ w X w, dostavame

“2xR < C(R) < OR = “(¥2) = “*¥2 s “2.

Vsude tedy plati ~. Spojitych redlnych funkci je proto stejné jako real-
nych Cisel. To je pomérné prekvapivé, uvédomime-li si, Ze v8ech redal-
nych funkei je ER ~ P(RR) a dle Cantorovy véty R < P(R). V tomto
smyslu se spoijitost jevi jako dosti ojedinéla vliastnost funkci.

Ukol: Zkuste jako diisledek pravé dokdzaného tvrzeni o spojitych reél-
nych funkcich dokazat, Ze existuje realna funkce, jejiz graf protne graf
kazdé spojité reainé funkce.

—75—

Dobra usporadani

Pfipomenme, ze usporadani (A, S) je dobré, jestlize kazda neprazdna pod-
mnozina x C A méa <-nejmensi prvek.

V dobrych uspofadanich tudiz neexistuje nekone¢na klesajici posloupnost.
Vime, ze mnozina pfirozenych Cisel je dobre ostfe usporadana relaci €, jez
na w definuje kanonické ostré usporadani. Jelikoz kazdad podmnozina dobrého
usporadani je sama dobfe uspofadand, je dobfe uspofadané téz kazdé pfiro-
zené Cislo.

Rovnéz kazdé konecné linearni uspofradani je dobré, coz plyne z toho, Ze uspo-

fadani pfirozenych Cisel je dobré.

—76—
Pfirozen4 ¢&isla jsme zavedli tak, ze prvky kazdého m & w jsou pravé véechna
¢isla mensi nez m. Specidlng, je-lin € m, je n C m. Totéz vSak plati pro
samu mnozinu w (m € w — m C w) a rovnéz pro mnoziny w + 1 = w U
U{w}w+2 = (w+1)U{w+1}, atd., tj. pro mnoziny ziskané z w operaci
naslednika. Rada 0,1,2...,w,w + 1,w + 2, ... tak pfirozen& prodluzuje
fadu0,1,2,....

Muzeme jit je$té dal a definovat w + w = w -2 = | {w +n ; n € w} afadu
dale produzovat tak, Ze v izolovanych krocich uzivame operace naslednika, v li-
mitnich sjednoceni. Rada pokraduje:

0,1,2... ,w,w+l,w+2,... w2, w24+, w242, ... w-3,...,w4...

w w”

— 2 3 w n w w
L WW =W W ;W = Upeu @™o ,wY WY
VSechna tato tzv. ,transcendentni ¢isla“jsou stale jen spocetné mnoziny. (Napf.
wY = Un@) w' je spodetné, nebot je to spodetné sjednoceni spodetnych

mnoZin; Pozor: neplést s “w ~ “2 =~ P(w), coZ je nespoetnd mnozinal).

Transcendentni &isla tohoto typu v8ak pokracuji i za hranici spocetnosti.
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Ordinalni cisla

Definice: Rekneme, e tfida A je tranzitivni, jestlize | J A C A, neboli,
kdyz prokazdé x € Aplatiz C A, neboli(y € zAz € A) — y € A.

Tranzitivnim mnozindm na kterych je relace € navic dobré ostré uspora-
dani, fikame ordinalni ¢isla Ci kratce ordinaly .

Tfidu v8ech ordinalnich &isel znaéime On.

Ordinalni ¢isla prodluzuji obor pfirozenych &isel a matematickou indukci
smérem k nekoneCnym mnozinam.

Ordinalni ¢isla byva zvykem oznacovat malymi feckymi pismeny.

—78—

Kazdé prirozené ¢islo je ordinal, stejné jako mnoziny w, w + 1, w + 2,
apod. uvedené vyse.

Program:
UkaZeme, Ze relace € uréuje na celém On dobré ostré usporadani.

Na On déle zavedeme operace séitani, nasobeni a umocfiovani, jez se
na w budou shodovat s operacemi, jez jsme pro pfirozena ¢&isla zavedli
drive.

Ordinalni ¢&isla predstavuji typy vSech dobrych uspofadani. Ukdzeme
totiz, ze kazdé dobré ostré usporadani (A, <), kde A je mnozina, Ize
izomorfné zobrazit na («, €), kde « je n&jaky ordinal.

—79—

1. Pro kazdé o € On plati o« ¢ cv.

Diikaz. Kdyby v € v, nebylo by uspofadani (a, 6) ostré. a
2. Prvky ordinélniho Gisla jsou ordindini &isla, ti. On je tranzitivni tfida.
Dukaz. Bud « ordinadl a x € . Jelikoz « je tranzitivni mnozina, je ¢ C
C «a, a x je tedy také dobre uspofadano relaci €. Zbyva ukazat, ze x je
tranzitivni. Je-li z € y € x, plyne z tranzitivity «, Zze y € «, a tedy téz

2 € a. Ov8em € je na «v ostré usporadani a tudiz specialné tranzitivni

relace, tudiz z € . O

—80—
3. Jsou-li v, B ordindini &isla, pak o« C 3 préavé tehdy, kdy? o € [3
nebo o = [3.
Dukaz. Jellia € B,jea C|JB C 5.
Naopak, necht o C Ba« # 3. Pak 3 — o # () a existuje nejmensi
prvek v mnoziny 3 — «. Ukazeme, ze o = -y, odkud jiz plyne o € (3.
Je-id € v,jed € Banavicd € a, jelikoZ 7 je €-nejmensi prvek B —av.
Tudiz v C «. Je-li naopak 0 € «, je téz § € 3 a nutné plati jeden ze
vztahl vy € §,v = § &i & € ~, nebot € je ostré linearni uspofadani
na [3. Je zfejmé, ze zadny z prvnich dvou vztaht nastat nemuize, jelikoz
d € o, zatimcoy ¢ av(neby € f— ), tudiz § € yay 2 a, &imz je
dokazana i druha potfebna inkluze. a

4. Je-li o ordinaini &islo je (cv, C) dobré uspofadant.

Dikaz. Plyne bezprostfedné z 2. a 3. O
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—81—
5. (On, €) je dobré ostré uspoiddéani a (On, C) je odpovidajici dobré
neostré usporadant.
Dukaz. Ze (On, €) je ostré uspofadani plyne ihned z tranzitivity ordi-
nald a bodu (1).
Linearita € na On: Necht «, 3 € On, a # 3. Neni-li o € (3, neplati
podle 3. ani & C (3 a existuje tudiz nejmensi prvek v € o — 3. Pak
~v C B, nebot je-lid € v,jed € anN . Jelikozy ¢ 3, je podie 3. nutné
v =/, atedy 3 € a.
€ je dobré: Bud x C On neprazdna a o € x. Ukazeme, Zze méa mini-
malni prvek. Ten je diky linearité nejmensi. Je-li o N x = 0, je v zfejmé
€-minimalni v z. Je-li naopak aNx # (), pak existuje €-nejmensi prvek
v mnoziny o N x, jenz je diky tranzitivité ov €-minimalni v z.

Tvrzeni (5) nyni plyne bezprostfedné z dokazaného a z (3). O

—82—

Na On tedy miizeme definovat dobré usporadani < pfedpisem
a<p & aepfVa=4.
Relace < na On splyva s C a odpovidajici ostra relace < s relaci €.

6. On je viastni tfida.

Diikaz. Ttida On je dle (2) tranzitivni, a dle (5) dobfe ostfe uspofadana
relaci nalezeni. Kdyby On byla mnozina, byla by ordinalnim ¢&islem, a
tedy by platilo On € On. To je ve sporu s (1). O

—83—
Minima a suprema v On

7. Plati:
a) Je-li) # X C On tfida, je (| X ordinél a <-nejmensi prvek X .

b) Je-li ) # = C On mnoZina, je U x ordindl a supremum mnoZiny x
v uspofddani (On, <).

Dikaz. Ad a) Je-li v € X, ma X N (U «) nejmensi prvek 3, neb je
to mnozina. Zfejmé 3 C vy pro kazdé v € X, je to tedy nejmensi prvek
vXag=UX.

Ad b) Analogicky: U Z je tranzitivni mnozina dobfe uspofadana relaci €,
tudiz ordindl. Je to <-majoranta mnoziny x, nebot pro o € x plati « C
C U x. Je to nejmensi majoranta, nebot je-li 3 taktéZz majoranta x, plati
pro kazdy prvek o € x o« C 3, tudiz | Jx C 0. ]

—84—

Prvnim ordinalnim &islem v usporadani < je prazdna mnozina (), tedy
pfirozené Cislo 0. Dale nasleduji pfirozena ¢isla (prvky w) 1,2, ... v ob-
vyklém poradi.

Néslednikem ordinalniho &isla « je ordindlni &islo o« + 1 = o U {ar},

jez je nejmensim ordinalnim Cislem vétsim nez a.

Rikame, Ze ordinalni &islo je limitni, neni-li naslednikem zadného ordi-

nalniho &isla. Cisltim, ktera nejsou limitni fikame izolovana.

Limitni ordindlni Cislo je sjednocenim (a tedy supremem) vSech Cisel,
kterd je predchazeji, tedy o = Ua (pro izolovana to neplati, nebot
U(a + 1) = ). V tomto smyslu je i 0 limitni ordindl, viechna ostatni
prirozena ¢isla jsou izolovana. Nejmensi limitni ordinal vétsi nez 0 je w,

COZ je supremum mnoziny pfirozenych Cisel.
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— 85—
Transfinitni indukce

Nasledujici princip rozsifuje matematickou indukci na ordindlni ¢isla.

8. Princip transfinitni indukce. Je-li A tfida ordinélnich éisel takova,
Ze pro kazdy ordinal «w platicc C A — « € A, pak A = On.

Podminku oo C A — « € A Ize téZ formulovat takto:

) 0€ A,

i) o« € A— a+ 1 € A (izolovany krok),

i) je-lice > 0 limitnia (V3 < )3 € A, pak o« € A (limitni krok).
Ddkaz. Sporem: Bud A C On tfida splfiujiciaa € A — « € A pro

v8echna o € On, takova ze A # On. Existuje nejmensi prvek « tfidy
On — A. Ztejmé o C A, &ili a € A, spor! ]

—86—
Transfinitni rekurze

9. Konstrukce transfinitni rekurzi. Necht G je zobrazeni definované na ce-
1ém 'V (konstruujici zobrazeni) a necht D € On nebo D = On. Potom
existuje pravé jedno zobrazeni I’ definované na D tak, Ze pro kazdé o« € D
plati (o)) = G(F|a).

Konstrukce rekurzi (kone€nou &i transfinitni) je v matematice velmi bézna. Jejim
vysledkem je jista posloupnost mnozin indexovana ordinaly (zde dana funkci F)
takova, Zze hodnotu kazdého jejiho prvku zjistime néjakym predem danym pred-
pisem (jeho roli zde hraje konstruujici funkce (G) na zékladé prechazejicich
prvk( posloupnosti, jejichz hodnoty jiz zname (tj. na zakladé F'[ ).

Konstrukce miize byt bud neomezend, nebo omezena, tedy skonéit u néjakého
ordindlniho ¢&isla. V druhém pfipadé nas ve vysledku nékdy zajima cela po-

sloupnost, jindy tfeba jen posledni zkonstruovany prvek.

—87—

Pfiklad: Funkci ! proménné x (x faktorial) definujeme na w rekurziv-
nim predpisem n! = ljeslin = 0a(n+ 1) = n!- (n+ 1) pro
n > 0.

Roli D tedy hraje ordinal w a roli G funkce:

1 jeli f =10
G(f) =4 f(n)-(n+1) jelin maximum zw N dom(f)
0 jinak (tento pfipad pfi konstrukci nenastane)

—88—
Dukaz véty o konstrukci transfinitni rekurzi
Uvazujme tfidu Y v&ech funkci f, jejichz definiénim oborem je né&jaké ordinalni

gislo 0 C D a pro néz plati
a €dom(f) — f(a)=G(fla) )

O tfidé Y dokazeme nasledujici dvé tvrzeni:

a) (Y, C) je linearni usporadani

b) Prokazdé o € D existuje f € Y tak, ze o € dom(f).
Z nich jiz snadno plyne, ze F' = |J Y je hledané zobrazeni.
Ad a). Budte f,g € Y aoznatme 6y = dom(f) a ; = dom(g). Podle
definice Y jsou 7, 8, ordinaly. Pfedpokladejme BUNO, ze 65 < d, a oznaéme
z={a €ds; fla) # g(a)}. Je-liz =0, je f C g. V opatném pFipadé

bud’ 7y nejmensi prvek mnoZiny z. Pak ovéem f(«) = g(«) pro kaZdé v € 7,
tedy f [y = glv. Tudiz f(v) = G(fIv) = G(glv) = g(7) dle (5), spor.
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Ad b). Oznaéme D’ = | J{dom(f); f € Y'}.

Predpokladejme, 2e D — D' # (3, vyvodime spor. Bud 7y nejmensi prvek tfidy
D — D'. Ztejm& v C D'. Diky a) plati, ze

Véta (o ordindlinich typech): Bud (A, C) dobré uspofadani. Je-li A mnoZina, exis-
tuje prévé jedno ac € On tak, Ze usporédani (A, C) a («, <) jsou izomorfni. Je-li A
vlastni t¥ida a uspofddéni < je navic uzké, tj. pro kazdéx € Aje{y € A;y < x}
mnozina, je (A, C) izomorfni s (On, <). V obou pfipadech je uvedeny izomorfismus
urcen jednoznacne.

Dikaz. Mizeme predpokladat, ze A # (. Hiedany izomorfismus se ziska transfinitni
rekurzi pfes On, pfic¢emz konstruujici funkci G definujeme napfiklad takto:

ming (A —rng(f)) pro A —rng(f) #0

f=U{g €Y ;dom(g) €y G(f) =
U{ (9) } ming (A) jinak.
je funkce splniujici (5) a z volby v je ziejmé, ze dom(f) = 7. Specialné Bud F funkee ziskand touto rekurzi. Oznagme
€ Y. Polozime-li nyni f' = fU ,G(f] ,je ztejmé f € Y,
f , f . f /{<Fy Sk f X ={aedom(F);a=0V F(a) # minc(A)}.
~ € dom(f') =~ + 1latudizy € D'. Spor! O =
Pak I'| X je hledany izomorfismus. Jednoznaénost: je-li F” jiny takovy izomorfismus
pak pro nejmensi ordinal -y spliujici F'(y) # F’(7) plati
F'(7) = ming (A —mng(F'[y)) = G(F'[v) = G(F[v) = F(y), spor! O
—91— —92—
DiZsledek:

Jsouicr, B € Onaa # (3, pak (a, <) a (83, <) nejsou izomorfni.
Je-li dobré uspofadani (A, C) izomorfni (ar, <) pro o € On, Fikdme, Ze « je
typem dobrého uspofédani (A, C) a piseme o = type(A4, C).
Na tfidé¢ On x On zavadime takzvané lexikografické uspofadani < .. takto:
(@,8) <1e(1,8) & a<yV(a=vAB<9).
Snadno se nahlédne, 2e < 1. je dobré usporadani na On x On.
Na jeho zakladé zavadime na tfidé ordindlnich Cisel nasledujicim zplsobem
operace scitani a nasobeni:
a+ 0 =type(aWB,<r.) (aWf={0}xaU{l}xfF) (3
a- 3 =type(f x a, < Le) )

Je zfejmé, ze uvedené definice jsou v souladu s nami dfive zavedenymi
operacemi na w a odpovida jim i oznaceni naslednika ordinalniho &isla:
a+1l=aU{a}.

Ordinalni soucet a soucin jsou asociativni, ale nejsou komutativni, ne-
botnapf.w+1#1l+w=w & wtw=w-2#2 w=uw.




Pracovni text k prednasce Logika a teorie mnozin — 2008

24

Vlastnosti ordinalnich operaci
Pro a, 3,7 € On plati:

a-0=0-a=0, a-l=1-a=a, a-2=a+a«
a-(B4+7v)=a- B+« v (distributivita zprava)
a<f—ovy+a<y+p

a<Boat+y<Brq

Y>>0 Na<f—ov-a<vy-p,
a<f—oa-y<f-y

w<a— (new)n+a=«a

(w < aAajelmitni) — (Vn €w)n-a =«

—94—

Mocnina o ordinalnich &isel «, [3 se zavadi rekurzi podle 3 (« je pevné):

2. ol =af . q,
s — 7, jedi imitni

3. a” =, 57 jeli B > O limitni.
Na pfirozenych ¢islech se ordinalni mocnina shoduje s tou, jiz jsme pro
né zavedli dfive.

Pozor: na nekonecnych ordinalech ordinalni mocnina neodpovida mno-
zinové mocning.
Ordinél w* = | J
Zw X w =& w se snadno vyvodi w" & w a odtud nasledné i w“ ~ w.

new W' je totiz na rozdil od mnoZiny “w spocetny:

—95—
Funkce F' : On — On je normaini, je-li rostouci a spojita (. « < 3 —
Fa) < F(B)aF(v) = Uy, F(@) proy > 0 limitni).

Indukei se snadno ovéfi, ze pro normaini funkci plati o < F'(cv).

Véta (O pevném bodé normalni funkce): Pro kazdé 3 € On ma kazda

normalini funkce pevny bod o > 3 (F'(a) = ).

Dukaz. Rekurzi definujme g : w — On tak, ze g(0) = Bag(n +1) =
F(g(n)).Bud a = |J,,,, 9(n). Jelikoz F'je rostouci, je i g rostouci, tudiz je
« limitni. Ze spojitosti plyne, ze F'(«) = Uﬂ/<a F(), ovéem prava strana je
ziejmé rovna | J,, ., F'(9(n)) = Upcp 9(n +1) = . O

Kazda normalni funkce méa tedy neomezené mnoho pevnych bodu (ty jsou tudiz

usporadny jako On).

. 3 s v P ~ v s w’
ordinalni Cislo o takové, ze a® = « znatime € (= w* ).

Pfiklad: Jelikoz je ordinalni mocnina a® normalni funkce, ma pevny bod. Nejmensi

Axiom vybéru

Zobrazeni f je tzv. selektor na mnoziné x, jestlize dom(f) = x a f(y) € y

pro kazdé y € x,y # (.
Axiom vybéru (AC) je tvrzeni:
Na kaZdé mnozine existuje selektor.

Axiom vybéru umoznuje pro dané x vybrat nardz z kazdé neprazdné mnoziny

Yy € x po jednom prvku. Podstatné je, Ze tento vybér tvofi mnozinu.
Ekvivalentné Ize axiom vybéru také vyjadfit takto:

Kartézsky soucin neprazdného souboru neprazdnych mnoZin je ne-

prézdny, tj. pro soubor mnozin (x; ; i € I) plati

IT#0A(VieD)z #0) — Xai#0.

iel




Pracovni text k prednasce Logika a teorie mnozin — 2008

25

— 97—
Axiom vybéru je nezavisly na axiomech Zermelo-Fraenkelovy teorie mno-
zin (nelze jej v ni ani dokazat ani vyvratit). Uvidime, Ze je v ni ekvivalentni
s nasledujicimi principy:
Princip dobrého usporadani:
KaZdou mnoZinu Ize dobre usporadat.
coZ znamena, Ze kazdou mnozinu lze prosté zobrazit na néjaky ordinal,
neboli jeji prvky oCislovat ordinalnimi Cisly.
Definice: Bud (a, <) uspoFadani. Rekneme, ze podmnozinar C a je
Fetéz v uspotadani (a, <), je-li relace < linearni usporadani na r.
Princip maximality aneb Zornovo lemma:
Necht (a, <) je uspoFadanti, jehoZ kazdy fetéz mé v (a, <) ma-
jorantu. Pak pro kazdé x € a existuje maximalni prvek y mno-
Ziny a takovy, Ze x < .

Ekvivalence AC, WO, a PM

UkéZzeme, Ze v Zermelo-Fraenkelové teorii mnozin jsou ekvivalentni:

(WO) principu dobrého usporadani

(AC) axiomu vybéru
(PM) principu maximality
(WO)—(AC)

Je-li x neprazdnd mnozina, bud < dobré usporadani U:Jc Pak zobra-
zeni f : & — |J « definované pfedpisem f(y) = min< yproy € z je

zjevné selektor na .

—99—

(AC)—(PM)
Bud (a, <) usporadani, jehoz kazdy fetéz ma v (a, <) majorantu. Hledame
maximalni prvek nad danym = € a. Bud g selektor na P(a). Pro fetéz r v
(a, <) oznaéme maj(r) mnozinu véech jeho majorant a pro y € a oznaéme
ay = {z € a; y < z}. Transfinitni rekurzi definujme F' : On — b takto:

F(0) = =,

F(a)

g(maj(F"a)) pro a > 0 limitni, a

g(ap) ieliap@) # 9,

Flatl) = F(a) jinak

Funkce F' je neklesajici, presnéji: zprvu rostouci a od uréitého o konstantni
(nemGze byt rostouci véude, neb On je viastni tfida a b mnozina). Pro kazdé «
tedy tvoti I v fetéz. Bud' o nejmensi ordinal, pro ktery existuje 3 < « tak, Ze
F(a) = F(B). Tento « je izolovany, a tedy « = (3 + 1, neb je-li F rostouci
na limitnim c, je F'( ) vétsi nez kterykoli prvek z F” cv. Mnozina ap () je tedy
prazdna a tudiz je F'(3) maximalni prvek (a, <). Pfitom = = F(0) < F(5).

—100—
(PM)—(WO)

Dokazujeme, Ze danou a Ize dobfe usporadat. Polozme
b= {o C a X a; oje dobré usporadani (¢asti a)}.

Je () € b tedy b # (). Ukédzeme, e (b, <), kde 0 < o' pokud usporadani
o’ prodluzuje o, spliiuje predpoklady PM; je-li pak o maximalni prvek b, je to
dobré uspofadani na celém a, neb jinak existuje © € a — dom(o) ao’ = oU
U{{z,2)} U{{y,x);y € dom(0)} je zjevné dobré usp. prodiuzujici o.

Necht 7 je Fetéz v b. Pak o = | r je dobré uspofadani a je to majoranta fetézu
rv (b,9). Jetotiz 07 < o pro kazdé 01 € r, neb je-li z € dom(o1) a
(y,x) € o, pak {y,x) € 02 pro n&jaké oo € 7. Jelikoz 01 < 09 nebo
02 < orax € dom(o1), je (y,x) € 01. Konené, o je dobré usporadani,
nebje-liu C dom(o) ax € u,jex € dom(oy) pro néjaké o1 € r. Nejmensi
prvek mnoziny u N {y ; (y,x) € o} = uN{y; (y,x) € 01} v usporadani
01 je nutné nejmensi prvek u v usporadani o (ovéfte podrobné!). |
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—101—
Néjaka forma axiomu vybéru je nutna k dikazu fady dilezitych vét v moderni
algebre, analyze a dalsich matematickych oborech (nékteré z nich jsou s nim

dokonce ekvivalentni). Jsou to napf. tvrzeni:

e Kazdy vektorovy prostor ma bazi.
e Existuje lebesgueovsky neméfitelnda mnozina v R.
e [ebesgueova mira na R je o-aditivni
® Kazdé téleso Ize algebraicky zuplnit.
o Je-li f redina funkce a pro kaZdou posloupnost {an}new plati
lim a, =a — lim f(an) = f(a),
n—oo n—oo
pak f je spojita v bodé a. (Tj., Ze Heineho definice spojitosti v bodé impli-
kuje béZnou Cauchyho 6 -definici spojitosti v bodé. Mimochodem, dikaz
analogické implikace pro spojitost na intervalu axiom vybéru nevyZaduje).

AC je ekvivalentni tvrzeni, ze relace subvalence je trichotomicka na 'V, tj. pro

kazdé dvé mnoziny x, y platix < yneboy < .

Lebesgueova mira \,, na R™ je jednoznaéné uréena mira na nejmensi Uplné o-algebie

obsahujici vSechny n-rozmérné kvadry, tj. mnoziny tvaru
[a1,b1] x ... x [an, ba),
ktera je invariantni vii&i posunuti a spliuje Ay, ([0, 1]™) = 1.

Véta (AC): Existuje lebesgueovsky neméfitelna mnozina v R.

Ddkaz. Oznatme ~ ekvivalenci na R definovanou predpisem & ~ y < x —y € Q.
Kazda tfida [] .. je zFejmé spocetna. Z (AC) plyne, Ze existuje selektor f na [0, 1]/ ~;
polozme V' = rng(f). Necht {¢, ; n € w} je otislovani Q N [0,1] a V,, =
V +q, = {x +4q, ; © € V}. Predpokladejme, ze V je méfitelna (vyvodime
spor). Mnoziny V;, jsou zfejmé vzajemné disjunktni, A1(V,,) = A1(V) (invariance
vagi posunuti) a plati [0, 1] € |, Va C [—1,2].

new

Tudiz diky o-aditivité Ay plati 1 < 3 - A(Va) = M(Upew Vo) < 3. Z prvni
nerovnosti plyne A1 (V') > 0, odkud ovdem 3 A1(V;,) = 00, coZ je ve sporu s

druhou nerovnosti. V' tedy neni méfitelna. O

—103—
Priklad: Kazdy vektorovy prostor méa bazi.
Pfipomerime, 2e B C V je bazi vektorového prostoru V' nad télesem T,
jestlize
1. B je linedrné nezavisld mnozina vektor( j. z Z?:l riv; = 0,kdev; € B
ar; €T,plynery =ro=---=1r, =0,
2. B generuje cely prostor V., tj. B = V, kde
n
X:{er,;; v eX, reT, 1§i§n,n€N}.
i=1
Dikaz. Pouzijeme axiom vybéru ve formé Zornova lemmatu.

Ozna¢me
Z = {X ; X je linearné nezavisla mnozina}.

Z je neprazdna (napt. ) € Z) a astedné usporadana inkluzi.

—104—

Je zfejmé, Ze sjednoceni fetézu linedrné nezavislych mnozin je linearné neza-
visla mnozina. Je-li totiz X C Z Fetdéz v uspofadani (£, C) (tj. uspoFadani
(X, <) je linearni) a pro ngjakéd v; € JX, r; € T plati D1, mv; = 0,
pak kazdy vektor v; je prvkem néjakého X; € X, 1 < ¢ < n. Diky linearité
uspotadani (X, C) je jedna z téchto kone&né mnoha mnoZin X; nejvétsi v in-
kluzi. Oznagme ji X;. Pak tedy v; € X prokazdé 1 < ¢ < n. Ovéem X je

linedrné nezavisla mnozina, tudizry =ro =--- =1, = 0.

Kazdy fetéz X’ mé tudiz v Z majorantu (a to | X). Tim jsou ov&Feny predpo-
klady Zornova lemmatu, dle néhoZz ma tudiz Z maximalni prvek, oznaéme ho
B. Ukazeme B = V. Kdyby to neplatilo, pak by existoval ngjaky v € V — B.
Pak ovéem BU{v} je linearn& nezavisla mnozina, tedy BU{v} € Z ve sporu
s maximalitou B. Bud totiz rv + Z?:l r;v; = 0. Kdyby 7 # 0, pak by platilo
v=—)_1" 1 ", &l v € B, coz je spor. Tudiz =0 a tedy > ;- 7;v;=0.

Z lineérni nezavislosti B pak plyneiry =rg =--- =1, = 0. O
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—105—

Pfiklad: Je-li f relna funkce a pro kazdou posloupnost {ay, }ne. plati

lim a, =a — lim f(a,) = f(a),
n—oo n—oo
pak f je spojita v bodé a.
Dikaz. VyuZzijeme axiom vybéru (AC). Postupujeme sporem. Pfedpokladejme,
Ze predpoklad o limitach plati, pfesto je f nespojita v bodé a, 1.
(32> 0)(V6 > 0)(Fy)(la —y| <5 A[f(a) = f(y)l =2 €). (B

(negace definice spojitosti). Zafixujme € a pro kazdé n > 0 zvolme na zakladé
(5) jedno y,, z intervalu (a — L, a + 1) tak, aby [f(a) — f(yn)| > c. Zde
uzivame AC. Formalné je zobrazeni n — y,, selektorem na mnoziné

Hyslo—yl < AIf@) — )| = <} sme Ny,

Je zfejmé, ze lim, oo Yyn = a, ovdem lim, oo f(yn) # f(a), nebot
véechny f(yn) jsou od f(a) vzdaleny pfinejmensim o &. a

—106—
Cviceni
Jako aplikace axiomu vybéru, principu dobrého usporadani, ptipadné
konstrukce transfinitni rekurzi, se mizete pokusit dokazat nasledujici po-

zoruhodnd (le¢ ponékud neuzite¢nd) tvrzeni:

1. Existuje funkce f : Q — Q, nabyvajici na kazdém otevieném inter-
valu racionalnich ¢isel véech hodnot.

2. Pro danou spo&etnou mnozinu piimek P v roving R2, existuje spo-
getna mnozina M C R2, s niz ma kazda piimka z P pravé dva
spolecné body.

3. Existuje mnozina bodu v roviné (mohutnosti kontinua), s niz ma kazda
pfimka v roviné pravé dva spolecné body.

4. Existuje funkce f : R? — R, nabyvajici na kazdé kruznici v R?
(s nenulovym polomérem) vSech realnych hodnot.

—107—

Axiom vybéru byl zprvu fadou matematik( a logikG odmitan pro jeho ne-
konstruktivni povahu: na rozdil od ostatnich axiom( postuluje existenci
mnoziny (selektoru), aniz by ukazal, jak ji Ize sestrojit (coz je ovSem do
jisté miry téZ problém axiomu potence).

Pomoci axiomu vybéru Ize ziskdvat mnoziny znaéné ,nekonstruktivni®

povahy, viz jiz zminénou neméfitelnou podmnozinu R.

Dnes se v8ak axiom vybéru (az na Uzce vyhranéné obory) vyuziva zcela
bézné (v nékterych odvétvich matematiky dokonce natolik automaticky
a nevédomky, Ze by v nich bylo zna¢né obtizné oddélit ta tvrzeni, jez se

0 néj nutné opiraji).

—108—

Banach-Tarského Paradox

Na zavér kapitoly o axiomu vybéru uvedme jeden piiklad uréeny spise
pro pobaveni (ale téZ k tomu, abychom vidéli, Ze z axiomu, jenz nam
mUze pfipadat pomérné pfirozeny a prakticky, vyplyvaji i velmi podivu-
hodné dusledky, odporujici nasi bezprostfedni intuici):

Tvrzeni: Plnou kouli (vIR?) o poloméru 1 Ize rozdélit na 5 éasti, tak, Ze
ze vzniklych ¢asti Ize sloZit celé dvé piné koule o poloméru 1.

Podobna tvrzeni plati i pro dalsi typy téles a dimenze vétsi nez 3.

Nezkou$ejte to doma, nepovede se vdm to! Pomoci noze takto Zadné
téleso nerozdélite. Pfinejmensim proto, Ze potiebné ,kusy“jsou (pocho-
pitelné) Lebesgueovsky neméfitelné.
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—109—
Kardinalni ¢isla
Ukazali jsme, ze ordinalni &isla reprezentuji typy dobrych usporadani

mnozin.

Nyni popiseme tfidu Cn tzv. kardinalnich é&isel, jez budou reprezentovat
typy mohutnosti vS§ech mnozin, které Ize dobfe usporadat.

Za predpokladu axiomu vybéru (resp. s nim ekvivalentniho principu
dobrého usporadani) tedy kardinalni ¢isla budou typy mohutnosti vSech
mnozin, tj. kazda mnozina bude mit mohutnost pravé jednoho kardinal-

niho ¢&isla.

Pfipomenme, Ze jiz nyni vime, Ze kazda kone¢na mnozina ma mohutnost
néjakého (pravé jednoho) pfirozeného Cisla n € w. To znamena, ze
prvky w jsou typy mohutnosti koneénych mnozin. Tento koncept nyni

rozSifime.

—110—
Trida kardinalnich cisel

Cn={aeOn;(VeOn)(f<a—-(fra)}

Cn sestéava z pravé téch ordinalnich &isel, jeZ nelze prosté zobrazit na
z&dné mensi ordinalni ¢islo. Jingmi slovy, Cn obsahuje nejmensi prvek

z kazdé rozkladové tfidy On/~.

Indukci Ize snadno dokézat, 2e w C Cnaw € Cn.

Prvky tfiidy Cn se nazyvaji kardinaini éisla ¢i kratce kardinaly .

Cn® oznaduije tfidu nekone&nych kardinald, neboli Cn®™ = Cn — w.
Kardinalni ¢isla budeme oznaCovat pismeny K, A, i1, v, . . ..

Je-li z mnozinaa x ~ k € Cn, pi§eme |z| = & a &islo x nazyvame

mohutnosti ¢i kardinalitou mnoziny x.

—111—

Tvrzeni: Necht ) # X C Cn. Pak:

1. (VX € Cn aje to nejmensi prvek tfidy X v uspoiadani (Cn, <),

2. Je-li X mnozina, je| J X € Cn aje to supremum mnoZiny X v(Cn, <).
Dukaz. Vime, Ze [ X je nejmensi ordinal v X, naleZi tedy do X a je to proto
kardinélni &islo. Tim je prunik odbyt.

Vime dale, Ze je-li X mnozina, je v = U X ordinal, jenz je supremem mnoziny
X v On. Stagi proto ukazat, Ze je to kardinal. Sporem. Pfedpokladejme, Ze
¥ §é Cn. Existuje tedy o < 7, o = . Pak ale @ € K pro néjaké k € X.

Tedy a C k C v, atedy a & K, coz neni mozné, neb x € Cn. O

—112—
Tvrzeni: Neexistuje nejvétsi kardinaini cislo.
Dikaz. Predpokladame-li AC, staci uzit Cantorovy véty. Z néj (a principu dob-
rého uspofadani) totiz plyne x < |P(x)].
Tvrzeni v8ak plati i bez AC. Sporem: Necht & je nejvétsi kardindl.

Pro & € On oznaéme R, mnozinu véech dobrych uspofadani na x podle
typu a. Je-li @ > K, Ize v prosté zobrazit na k (nejmensi o > kK, pro které
by to neslo, by bylo samo kardinalni, coz je ve sporu s maximalitou k). Z toho
plyne, ze pro o >  je Ry # 0.

Kazdé usporadani na « je relace na k, tedy R, C P(k X k), jinymi slovy
R, € P(P(k x k)). Plitom pro ae # 3 je Ro N Rz = 0, nebot, jak vime,
uspofadani zadnych dvou ordinalnich &isel nejsou izomorfni. Spec. R, # Rg.
Zobrazeni R ptifazujici kazdému prvku « vlastni tfidy On — k neprazdnou
mnozinu R, je tedy prosté. Sestrojili jsme tedy prosté zobrazeni vlastni tfidy
On — x do mnoziny P(P(x X K)), coz neni mozné — spor. O
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—113—
DiZsledek: Cn je viastni tiida.

Jelikoz Cn C On, je Cn sama dobfe ostfe uspofadana relaci €. Protoze je
Chn vlastni tfida, jde o usporadani typu On, neboli (On, €) = (Cn, €).

Naslednik kardindlu K je nejmensi kardinal vétsi nez K, znacime jej k7. Kardi-
nal x je izolovany, je-li sdm néaslednikem néjakého kardinalu; jinak je limitni.
Pozor: tyto pojmy na On a Cn nesplyvaji:

U ptirozenych &isel sice ano: 0 je limitni jakoZto ordinal i kardinal, zatimco kazdé
n > 1 je izolované (jakozto ordinal i kardinal). Ovéem v8echna nekone¢na kar-
dinélni ¢isla (vEetné izolovanych) jsou limitni ordinaly (je totiz zfejmé, Ze izolo-
vany ordinal tvaru « U {r}, kde « je nekone&né, ma stejnou mohutnost jako o
a nemuze proto byt kardinalem).

Pfi pouziti pojmG souvisejicich s uspofadanim tedy musime dbéat na to, zda
dané &islo chapeme jako ordinalni, tedy v kontextu uspofadani (On, <), nebo
jako ¢islo kardinalni, v kontextu (Cn, <).

—114—

Funkce Alef N
Rovné? tfida véech nekonecénych kardinélnich &isel Cn®™ je vlastni, je
tudiZ také uspofadana dle typu On.

Jednoznagné uréeny izomorfismus dobrych tzkych usporadani (Cn™, <
) a (On, <) oznatujeme prvnim pismenem hebrejské abecedy, N (Alef).

Funkci N Ize definovat téZ transfinitni rekurzi, a to pfedpisem

R(a) = min<(Cn™ — Na).
Misto () piSeme obvykle R,,.
Chceme-li zdaraznit, Ze &islo N, chapeme ordinalné, tj. jako prvek On,
piseme misto N, symbol w,,.
Plati: Ny = w aje-li K = R, je k7 = N,, 1. Kardinalni &islo X, je
limitni, pravé kdyz « je limitni ordinal. Dale o < w,.

—115—

Tvrzeni: Funkce X je normailni, neboli rostouci (c < 3 — R, < Ng)
a spojita (N = sup{Rg ; 5 < A} pro limitni ordinal \)

Dikaz. Ze je rostouci je ziejmé z definice. Je dale zfejmé, Ze N, je ma-
joranta mnoziny u = {Ng ;0 < /\}. Ze je to nejmensi majoranta

dokazeme sporem:

Necht K < N, je rovnéZ majorantou u. Z limitnosti A plyne, Ze k je
nekoneéné, tedy k = Ng pro ngjaké 3 < A. Pak ovdem 3+ 1 < A,
atedy Kk = Ng < Ngy; € u, cozZ je ve sporu s tim, Ze x majorizuje u.
O

DiLZsledek: Funkce X ma pevné body (dle véty o pevném bodu pro nor-
maini funkce), tj. existuji £ = N¢. Pro takové & pak plati § ~ £ N Cn,
neboli ,pod & leZi stejny pocet ordinalti jako kardindlu*.

—116—

Maximo-lexikografické usporadani
Maximo-lexikografické usporadani < y;r. na tfidé On x On je defino-
vano vztahem
(o, 1) < mrelag, Ba) <
max{ay, 01} < max{ag, f2}V

(max{a, /1} = max{ag, B2} A (a1, B1) < relag, B2)).

(On x On, < pr7.) je dobré a uzké uspofadani (je tudiz typu Omn).

m Kterou z uvedenych vlastnosti nema usporadani < ., jez jsme na
(On x On) zavedli dfive?
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—117—

Tvrzeni: Pro kazdé o € On plati N, X N, =~ N,.

Dikaz. Bud X = {a € On ; R, x X, =~ N,}. Podle principu
transfinitni indukce sta¢i dokazat, ze « C X implikuje « € X. Bud
tedy « C X an ordinalni typ usporadani (X, x R, < arre). Ziejmé
n ~ N, X N,. Dokazeme, ze n = N,.

Kdyby 1 < wg, pak by n < N, < N, X N, & 1, coz neni mozné.
Necht naopak w, < 7. Je-li f izomorfismus (7, <) a Ry XNy, < prre),
je f(Ra) = (7,0) € R, X X, pro ngjaka v, € R,,.

Bud 3 = max{~, d}+1.Pak 3 € R,, tedy specialné | 3| < N,, adale
1R, C Bx [, tedy X, < |G x 3| Podle indukéniho predpokladu vak
|6 x 8] =8| < R,, coz je spor. Zbyva tedy jediné moznost ) = w,.
Dokazali jsme, 2e o € X. O

—118—
Z AC a predchoziho tvrzeni plyne, Ze pro kazdou nekone¢nou mnozinu a plati
a~aXa.

QOd této chvile pracujeme v teorii mnozin s axiomem vybéru.

Na t¥idé Cn definujeme operace séitani, nasobeni a umocriovani takto:
E+A=lkWA, k- A=|ex ), &=k

Operace kardinalniho souc¢tu a soucinu jsou zfejmé asociativni a komutativni.
Budte A > k > 0a A € Cn®™; pak:

ASKKEUAS2XAZKAXARA
ASKEXAZSAX A=A
Jsou-li tedy x, A > 0 kardinalni &isla, z nichZ alespori jedno je nekone¢né, pak

K+ A=k -\=max{k, \}.

Na pfirozenych ¢islech kardinalni operace s¢itani, ndsobeni i umocriovani sply-
vaji s obvyklymi.

—119—

Nékteré zakony kardinalni aritmetiky

L e wyl = lo| + |yl [ x y| = [2] - Jy|, |2[¥] = 2]
2. 28 = |P(r)| > &,

3. O#/{lglig/\)\lg)\gﬁni‘l S/{é\z,

4, KTV = gH . K,

5. (kM) = kM.

6. '=1,1"=1,A#0—0"=0,
7.0<n€ew< Kk — K" =K,

8. 2< k< AAw< ) — k=22

—120—

Soucet souboru kardinalti a mohutnost sjednoceni

Soucet souboru (k; ; i € I) kardinalnich &isel je definovan vztahem

Ziel Ki = |Uiel({i} X ki)l

Tvrzeni: Je-li (r; ; i € I) soubor nenulovych kardinali a I nebo nékteré z k; je ne-
konecné, pak

S, = max{[I],sup{ni; i € T}}.

Dikaz. Oznatme k = sup{r; ; © € I}. Ziejmé k < >, K;, nebot uvedena
suma majorizuje mnozinu {k; ; @ € I}. Jelikoz k; > 1 pro kazdé i € I, plati dale

I X3, ki, tedy celkem max{|I|, k} < >~ k.

Obracené: zftejmé » ; k; < I x k= |I| - & = max{|I|, k}. O

Jei (z; ;@ € I) soubor mnozin, plati |J; ;| < ;|| Jsou-li navic z; po dvou

disjunktni, pak || J; @;| = > ;|@;|- Z pfedeslého tvrzeni navic vyplyva, ze je-li k € Cn,

I < kalz;| < kprokazdéi € I, pak |[J; zi| < .
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—121—
Soucin souboru kardinalnich cisel

Pfipomefime, Ze sougin souboru mnozin (x; ; i € I) je mnoZina
Xl‘i ={f; fiezobrazeni,dom(f) =Ta (Vi€ I)f(i) € z;}.
el
Soutin souboru kardinalnich &isel (k; ; i € I') definujeme jako
[L i =X xil
icl el
Je-lik; = kprokazdé i € I, pak [[;c; mi = k.

Véta (Kénigova nerovnost): Jsou-li k;, A; kardindini Gisla takova, Ze k; < A;
pro kazdéi € I # (), potom

Z R < H )‘z

iel iel
Jedna se o zobecnéni Cantorovy nerovnosti z < P(z) (pro k; = 1, \; = 2
totiz Kénigova nerovnost dava |I| < 21| = |P(I)|).

—122—

Lemma: Je-i \; > 2 prokazdéi € I, pak ) Ni < [Licr Mi

Dikaz. Pro |I| < 2 je tvrzeni snadné. Necht |I| > 2. Zobrazime prost&
S = Uer({i} x Ai) do P = X;cr Ai- Dle pedpokladu, {0,1} C A; pro
kazdé i € A. Dvojici (7, o) € .S pfitadime funkci f; o € P definovanou napt.
takto:

) 1 kdyzi#j
fin(d) = o
0 kdyzi=7j
aproa >0
. 0 kdyzi#j
fia ()= . .
o kdyzi =
Snadno se ovéfi, Ze toto pfifazeni je prosté. O

—123—
Duikaz Kénigovy nerovnosti. Jelikoz k; < \;, jsou v8echna \; nenulova. Po-
kud pro néjaké i € I je \; = 1, je x; = 0. Cleny s indexem i tedy nepfispivaji
ani do soucCtu na levé strané, ani do soucinu na pravé strané, proto je mdzeme
vypustit. Lze tedy pfedpokladat, Zze \; > 2 pro kazdé i € 1.
Dle lematu tudiz >, ks < Y ;A; < [[; Ai. Predpokladejme, ze nastava
rovnost (vyvodime spor).
Z rovnosti plyne, Ze existuje disjunktni rozklad mnoziny X; A; na mnoziny X;
proi € I tak, ze | X;| = k. Tedy U; Xi = X7 Aie
Diagonalnim trikem, podobnym diikazu Cantorovy véty, sestrojime funkci
g€ XI i, jez nelezi v zadné X;, 6imz dostaneme spor:
Prokazdé i € I bud Y; = {f(i) ; f € X;}. Jetedy YV; C \;. Pak
|Y:| < |Xi| = ki < Ai. Hodnoty z Y; tudiZ nevy&erpaji celé \; a mizeme
definovat (i) = min(\; — Y;) pro kazdé ¢ € I. Pro kazdé i € I tak mame
g(i) ¢ Y, tedy g ¢ X;. Odtud g ¢ |J; X;, ackoli zjevné g € X A;. Spor.
O

—124—
O mohutnosti kontinua

Kardinalni &islo 280 nazyvame (ve shodé s diivéjsi definici) mohutnosti kontinua. N&-
kdy se znaci symbolem c. Vime, Ze

[Pl =172 = [“w] = [R[ = c.

Z Cantorovy véty vyplyva, ze
Ng < ¢ tedy ¢>Nj.

Rovnost ¢ = Ny se nazyva hypotéza kontinua (CH). Rika, Ze mezi mohutnosti pfiroze-
nych a redlnych ¢isel neni uz zadna mohutnost, neboli, ze kazda podmnozina mnoziny
reélnych cisel je bud’ konecnd, spocetnd, nebo mohutnosti kontinua.

Hypotézu kontinua nelze v Zermelo-Fraenkelové teorii s axiomem vybéru rozhodnout
(tj. ani dokazat ani vyvratit).

Totéz plati i o dalS§im pribéhu funkce 2R Je napriklad bezesporné predpokladat, ze
PRI N, 41 pro kazdé o € On (tzv. zobecnénd hypotéza kontinua, GCH) , ovéem

to je jen jedna z nepreberného mnoZstvi bezespornych moznosti.




Pracovni text k prednasce Logika a teorie mnozin — 2008

32

—125—
Kardinalni ¢isla — dodatek
Kardindl x je regularni, nelze-li jej vyjadfit jako sjednoceni méné nez K
mnozin mensich nez k, tj.
(1] < kA (Vi€ Da| < k) = || il < 5.
il

V opac&ném piipadé je x singularni. Ptikladem singularniho kardinalu je
NW = UnEw N”
Za predpokladu AC jsou vSechny izolované kardindly (tj. kardinaly tvaru
k1) regularni (plyne z & - kK = K).
Nespocetny kardinal, ktery je souc¢asné limitni a regularni, se nazyva
slabe nedosaZitelny.
Existenci takovych kardinal( nelze v ZFC (=ZF+AC) dokazat ani vyvratit.

—126—
Axiom regularity

Zermelo-Fraenkelova axiomatika (ZF) obsahuje Axiom regularity neboli
fundovanosti, jenz jsme dosud neuvedli (ani nepotiebovali). Ten Fika, ze
neexistuje posloupnost {%}new mnozin spliujici g 2 T1 2 T2 3 .. ..

Ekvivalentné Ize tento axiom vyjadfit rovnosti WF = V, kde WF je
tfida, kterou ziskame transfinitné opakovanou operaci potence, se na-

zyva fundované jadro:

WF = [ Vi kde
a€On
‘/O = (Z)J
Va+1 = {‘P(Va)7
W = U V,, pro A limitni.
a<\

—127—
e Axiom regularity rozdéluje mnoziny do prehledné hierarchie V. Pro
kazdou mnozinu x Ize najit nejmensi « takové, ze x C V,; Potom

x € Voy1 — V. Toto a se znati o(x).

e V3echny V,, pro n € w jsou koneéné mnoziny.

e Pro kazdy ordindl « plati o) = av.

e Tzv. ,b&Zna“ tj. klasicka matematika (&iselné obory R, C, Euklei-
dovské prostory, funkce, operatory, funkcionaly) se ,vejde” do ko-
necné mnoha pater za V,, (s rezervou tedy do V).

e Konstrukce univerza iterovanim potence zavisi na dalSich faktorech:
m Jak vypada On? (,Jak je dlouhé?*)

m Jaké Easti x ziskame operaci P(x)?
Vime jen, Ze obsahuje vSechny &asti, jez Ize vydélit formuli, tj.
castitvaru {y € = ; ¢(y) -

—128—
Konstruovatelné mnoziny

Konstruovatelné univerzum L je obor mnozin definovany transfinitni re-

kurzi takto:
L = |J Lakde
a€On
LO = ®:
Loy = Def(La),
L, = ULapro)\Iimitni,
a<\
kde

Def(z) ={{y €z ; (z,€) = P(y,2)} ; 2 € x A ®je formule}

pficemz z znali néjakou (formdlni) n-tici z1,..., 2, a rovnéz pojmy
Lbyt formule”a |: jsou vyjadreny formainé v jazyce ZF.
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—129—
V L v a-tém kroku pfidavame jen ty mnoziny, kieré Ize definovat
z mnozin jiz zkonstruovanych. Pfidavame tedy jen to, co je nutné.
Kazda mnozina v L, je uréena jednoznacné tzv. konstruujici funkci

def. na «.
Uvnitt univerza L (stejné jako v WF) plati véechny axiomy ZF.

Uvnitf univerza L plati rovnost V = L (kazd4 mnozina je konstruo-
vatelnd). Tzv. axiom konstruovatelnosti.

Za ptedpokladu V = L Ize celé univerzum dobfe usporadat:
lexikograficky se usporadaji konstruujici funkce jednotlivych mnozin.

Z'V = L tedy plyne AC.

V = L dale implikuje zobecnénou hypotézu kontinua (GCH):
o — Na+1-

Jinymi metodami Ize popsat univerza ZF, v nichz AC a/nebo GCH neplati.

—130—

Potiebujeme opravdu axiom vybéru?

Podivejme se znovu na aplikaci AC v diikazu tvrzeni:

Funkce f : R — R spliujici lim,, .~ f(a,) = f(a) pro kaZdou posloup-
nost {an}new konvergujici k a je spojita v a.

Je-li f nespojitd v bodé a dle obvyklé ed-definice, uzivame AC k vybéru po-
sloupnosti {an }new, jjiz obrazy nekonverguiji k f(a).

V praxi, je-li f n&jak ,rozumné* zadana, budu schopen posloupnost {ay, }new
primo definovat na zakladé konkrétni znalosti f, a tedy se obejdu bez AC.
Ostatné v univerzu konstruovatelnych mnozin je axiom vybéru dokazatelny.
AC je tfeba chapat jako mocny teoreticky princip, ktery ndm umoznuje fesit fadu

Uloh jednotné a obecné bez ohledu na konkrétni danost.

—131—

Je ZF bezesporna teorie?

. Nevime, véfime Ze ano (pracujeme v ni dlouho, spor jsme nenasli).

. Vime ale, Ze si jeji bezespornosti nikdy nebudeme jisti neb ji nelze dokazat

(fekneme si proc).

. Pracujeme pouze s tzv. relativni bezespornosti, napf.: je-li ZF bezesporna,

je ZF+AC bezesporna.

Je ZF uplna teorie? (Predpokladame-li jeji bezespornost)

1.

Neni (napf. AC, CH, GCH, jakoZ i ohromné mnozstvi dal$ich znamych prin-

cipd, jsou na ni nezavislé — nelze je v ZF dokazat ani vyvratit).

. Je to jesté horsi: Zadna rekurzivné axiomatizovana teorie obsahuijici ele-

mentarni aritmetiku pfirozenych &isel neni Gplna.

. Tudiz ZF ani nelze zuplnit pfidanim kone¢né nebo rekurzivné vycislitelné

mnoziny axiomd.

Totéz plati i pro dal§i mozné axiomatizace teorie mnozin.

—132—
Meze formalni metody

1. Logika 1. fadu je UpIna (neplést s Uplnosti teoriel!). Tj. formule, ktera
plati v kazdém modelu dané teorie, je v ni dokazatelna (a naopak).

2. Loéwenheim-Skolemova véta: bezesporna teorie ve spocetném ja-

zyce ma aspon jeden nejvySe spocetny model.

3. Skolemlv paradox: ZF je teorie ve spocetném jazyce, musi tedy mit
(je-li bezesporna) spocetny model ). Uvniti V) Ize zkonstruovat mno-
Zinu reélnych Cisel; ta je ¢asti V a tudiz spocetna.

MnoZina reélnych Cisel je ale pfece nespocetna !?

4. Mnozina ,realnych ¢isel ve smyslu'V “je nespocetna ,ve smysiu ) *

X o

ale ,zevné*“je spocetna (jako V). Nejde o tutéZ spotetnost!

5. Pojmy jako mnozina, spo€etnost, mohutnost, dokonce kone¢nost jsou

relativni.
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—133—

6. Véta o kompaktnosti fika, Ze teorie T vznikla rozsitenim ZF o kon-
stantu ¢ a axiomy n < ¢, kde n je term definujici mnozinu odpovi-

dajici pfirozenému ¢&islu n, je bezesporna (je-li ZF bezesporna).

7. V kazdém modelu této teorie T pak existuji pfirozena Cisla, jez jsou z
naseho (metamatematického) pohledu nekoneéna, ovéem ve smyslu
daného modelu jsou konecna (spliuji formalni definici koneénosti).

8. Pojem (meta-matematické) konecnosti se lisf od kone€nosti formalni

(ve smyslu teorie). Miize se liSit i mezi rGznymi modely téZe teorie.

—134—

1. Gédelova véta o neuplnosti
Rika toto:
Pro kazdou formaini axiomatizovanou teorii 1" obsahujici alespori ele-

mentdrni (napf. Robinsonovu) aritmetiku Ize zkonstruovat aritmetické tvr-

zeni, jeZ je pravdivé, ale v'I" nedokazatelné.
Jinymi slovy, takova teorie nemuize byt sou¢asné UpIna a bezesporna.

Axiomatizovanost znamend, Zze mnozina mimologickych axiomd musi byt
vyCislitelna (tj. existuje algoritmus rozhodujici, zda dana formule je ¢i neni

axiomem dané teorie).

—135—

Princip dikazu: je zaloZen na paradoxu Ihafe a self-referenci (tvrzeni o
sobé — opét forma diagonalni metody). V elementarni aritmetice nejprve
zakddujeme jazyk a zformalizujeme pojmy formule a dikazu. Dale doka-
2eme diagonalni lemma: ,pro libovolnou formuli () existuje formule ¥
tak, 2e ¥ — (") " kde "9 zna&i term pro piirozené &islo, jez je
formalnim kédem formule 9.

Jsou-li dusledky 1" o pfirozenych ¢islech pravdivé, staci nyni pomoci di-
agonalniho lemmatu najit formuli 7), ktera fika (je ekvivalentni s tvrzenim)

L heexistuje dikazmn vT'"

Kdyby byla 17 dokazatelnd v T, byla by pravdiva, a tedy nedokazatelna v
T (spor). Tedy je 1 nedokazatelna (a proto i pravdiva).

Pro teorie, jez obsahuiji aritmetiku, ale tvrdi o ¢islech i nepravdiva tvrzeni,
Ize pouzit formuli n: ,pro kazdy dukaz n v'T existuje kratsi dikaz —n *.

—136—

2. Godelova véta o neuplnosti

Je-li 'T' formaini axiomatizovana teorie obsahujici alespori elementarni
aritmetiku a zakladni pravdy o dokazatelnosti, nelze v'I" dokéazat formaini

bezespornost T'.

Dulsledky: nelze dokazat bezespornost Peanovy aritmetiky v ni samé;
nelze dokazat bezespornost ZF v ZF, atp.

Pfidame-li k ZF axiom ,ZF je bezesporna*, ziskame teorii T', jejiz beze-
spornost opét nelze v 1" ovéfit.

Z Godelovy véty plyne, Ze bezespornost Peanovy aritmetiky ani zadné
silnéjsi teorie nelze dokazat finitnimi prostredky.
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—137—
Logika 2. fadu
Obsahuje v sobé logiku 1. fadu.

Jazyk obsahuje vedle proménnych 1. fadu pro individua proménné 2. fadu
pro mnoziny individui a symbol € pro nalezeni (tzv. monadicka logika)
resp. pro n-arni predikaty a funkce (pIna logika 2. fadu), které Ize také
kvantifikovat.

Dvé mozné sémantiky:
V obou piipadech se vychazi ze struktury 1. fadu.

Standardni sémantika: proménné 2. fadu nabyvaji vSech moznych hod-
not na dané strukture, tj. napf. proménné pro mnoziny individui nabyvaji

vSech prvk( potence nosi¢e dané struktury.

Henkinova sémantika: proménné 2. fadu nabyvaji hodnot z néjakého da-
ného oboru (jen néjakd podmnozina potence).

—138—
Logika 2. fadu se standardni sémantikou
e je silngjsi nez logika 1. fadu

Napi. Peanova aritmetika 2. fadu s axiomem indukce tvaru
VX)0eXA(Yn)(neX -n+1eX))— (Vn)n € X]

je uplnd a N je (aZ na izomorfismus) jeji jediny model.
Podobné: v teorii uspofadanych archimedovskych téles Ize na rozdil
od logiky 1. fadu vyjadrit axiom o existenci suprema omezené mno-
Ziny a tim jednoznacné axiomatizovat realna ¢isla.

® nelze pro ni sestrojit dedukéni systém, ktery by byl Gplny
(to je také dasledek 1. Gddelovy véty)

Logika 2. fadu s Henkinovou sémantikou

e ma Uplny dedukéni systém
® |ze prevést na logiku 1. fadu (je tedy stejné silna)




