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5.1. Rovnice prvniho radu.

5.101. Rovnice prvniho fadu; rozsah je dan
timto prehledem tloh:
e izokliny, grafické reseni:
x
y/=x,y’=\/§,y’=—§;

e separace promeénnych:

zy
v =vy.y=- = ;
1—2z

e derivace hledané funkce y je rovna funkci
s argumentem y/z:
N
22— y2’
e linearni rovnice — variace konstant:

, y .
Y e it
YT o@+ zHL

e odhad partikularniho feseni:
y —2y=ax+1,
e Bernoulliova rovnice:

y'—i—g:—len:p.
x

Regeni uveden4 ve vysledcich nasledujicich
uloh slouZzi pouze pro ovéreni technické
spravnosti vypocti. Diskuse, kterd by lec-
kde byla na misté, je vynechana. Konstanta
¢ oznacuje libovolné realné cislo.

5.102. Reseni téchto rovnic hledejte meto-
dou separace proménnych:
1-2x
a) y' =
Y2
b) Y =1+
c) 2y +3=4dy,
d 2y +y=19",
y_ L1ty
1z’

Y

e) y

£y - y® — 3y
T
Reseni. a) y = ¢/3(x —22+¢), b) y =
tg(z+c), c) y=ce**+3,d) y=1/(1—ca)
afeSeni y =0,e) y =c¢/(1 —z)—1,f)
y=3/(1 - cz?) a dalsi feseni y = 0.

5.103. Najdéte reseni rovnice

x
Yy = “Tr2 T2
splitujici poc¢atecni podminku
a) y(0)=0,
b) y(1) =3,

c) y(-1)=-1

Reseni. a) y = —12%/(1 + 2?),
b) y =33 —22)/(1+2?),

c) y=—3(8+22)/(1+2?).

5.104. Najdéte feseni rovnice

y =Ly
x
spliujici poc¢ateéni podminku
a) y(l)=1.
b) y(1)=3.
c) y(-1)=2

d)  y(-2) =3
Reseni. a) y=1.b) y=3"%.¢c) y =277,
d) y =5".

5.105. Najdéte reseni homogennich rovnic

y2

!

a) yzﬁ_27
T

b) y/:_—}_ga
Yy oz
xr+y

c) ¢y = :
r—y

ResSeni. a) y =2z +cx(y +2) ay = —x,
b) y? = 2% In(cx?), ¢ > 0, c) arctg(y/:c) =

In(c\/22? +y2), ¢ > 0.



26.2.2007, KRYLOVA, STEDRY:

DIFERENCIALNI ROVNICE

5.106. Najdéte feSeni rovnice
(xy’ — y) arctg ¥_2
x

spliujici poc¢atecni podminku
y(1) =0.

Reseni. /22 + y2 = exp (% arctg %)

5.107. Najdéte reseni téchto linearnich rov-
nic:

’ —z?
a) y +2xy =xe™ ",
b) 2%y + (1 - 22)y =2,

2z

/_ :1 2

c) vy T2y =1t
1 2
d Y -y=—"e
x

xy = rsinx — v,

e)
f) Yy + ycosxw = sin 2.

Reseni. a) y = (%xQ + c) exp(—$2), b)
y = a?(1+cexp(3)), €) y = (1 +2°)(c+
2), d) y = e*(infe] + 32 + ), ) y =
(sinz—z cosz+c)/x, f) y = c exp(—sinz)+
2(sinx — 1).

5.108. Najdéte reseni Bernoulliovych rov-
nic:

7 =0,
a) y + +1+y

b) y —ytgx +y?cosx =0,

c) Y + 2zy = 22393

Reseni. a) y(z + 1)(c+1In|z +1|) = 1, b)
y(x+c)cosx =1,c) 1=1y3(c exp(22?) +
2%+ 1).

5.2. Rovnice druhého fadu

5.201. Rovnice druhého fadu (pouze s kon-
stantnimi readlnymi koeficienty v diferencial-
nim operatoru); rozsah je dan timto prehle-
dem tloh:

e linedrni homogenni rovnice:
y' +2y — 3y =0,
-2+ y=0,
y'+ ¥ +2y=0,

e linedrni nehomogenni rovnice
o partikularni feseni variaci konstant i od-
hadem:

"3y +2y=eF(xz—-1),
o partikularni feSeni odhadem, tj. rovnic se
specialni pravou stranou tvaru

e (p(z) cosbr + g(z) sin bx),
kde a, b jsou redlna cisla a p, ¢ jsou po-
lynomy s redlnymi koeficienty (komplexni
¢islo
A =a+ib
je srovnavano s koreny charakteristické rov-
nice):

y' + 2y = r+1,
=3y +2y=eT(z-1),
y'’ + y= COSX .

5.202. Najdéte obecna feSeni homogennich
rovnic:

a) y'+y -2y=0,
b) "~ 9y =0,
c) y' — 4y =0,
d) //_2y/_y:0,

e) 3y — 2y — 8y =0,
f) y” +y= 0,

g) Y +6y +13y =0,
h) 4y'" — 8y + 5y =0,
i) y' -2y +y=0.
ReSeni. a) y = c1e® + cpe™?
c1e3% + cpe73% ¢) y =

ma b) Yy =
c1e®® + ¢y, d)

y = cedtV2r 4o e-V2r )y =
2z —4z _ :
1" + coe 3% f) y = cycosx + cosinw,
g) y = 6*3“3(01 cos2x + cosin2z), h) y =

e”(c cos iz +eosinix), i) y = e”(c1+caz).

5.203. Najdéte TeSeni téchto pocatecnich
uloh:
a) y' — 4y + 3y =0,
y(0) =6, y'(0) = 10,
b) v + 4y’ + 29y =0,

y(0) =0, y'(0) = 15,
c) 4y +4y +y=0,

y(0) =2, y'(0) = 0.
ReSeni. a) y = 4e” + 2e%*, b) y =
3¢~ 2% sin b, €) y = e~ 2%(2 4 ).
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5.204. Najdéte obecna reseni nehomogen-
nich rovnic:
a) 2 +y —y=2e",
b) (a je zadané nenulové ¢islo z R)
y// + a2y — eac’
c) vy — Ty + 6y =sinx,
d) y”—i—2y + b5y =— 1700521:
e) " — 6y +9y =222 —x+3,
f) y” — 2y + 2y = 2x.

ReSeni. a) y = cie™ % 4+ cpe2% +¢%, b) y =
1 cos ax —{—czsinax—l—e””/(a2 +1),¢c)y =
1657 + coe® + 2 s1nx+ﬁcosx d) y =

e " (c1 cos 235—1—02 sin 2x) — 5 cos 2o —2 sin 2z,

e) y = (c; + comw)ed® + 2m2 + 27x+ 27, f)
y = e"(crcosx + co smx) +x+ 1.

5.205. Najdéte obecné Teseni rovnice
=3y +2y = f(=)

s funkci f danou vztahem

a) f(x) =10e"".

b)  f(z) = 3e%*.

c) f(z)=2sinz.

d) f(x) =2e"cos ;.

e) f(z)=¢€"(3—4x).

Reseni. Obecné feseni je dano jako soucet

c1e® + coe?® a partikuldrniho fegeni (kte-

rym mize byt) a) 2e 7, b) 3ze?”, c)

% cosz+ ¢ sinz, d) —%em (cos Lz+2sin 12),

e) e* (222 + ).

1

5.206. Najdéte obecné Teseni rovnice
"y + 4y = f()
s funkci f danou vztahem

a)  fa)=1.

b) f(z)=e"".

c) f(z)=3e*.

d) f(z)=2(x+sin2z).

ReSeni. Obecné feSeni je soucétem (c; +
cox)e®® a partikulérniho feseni (kterym

mize byt) a) I, b) fe”
Zc052x+2x+2

, ©) 22%e?*, d)

5.207. Najdéte obecné Teseni rovnice
y'+y=f(z)
s funkci f danou vztahem

a) f(x)=223—x+2.

b) f(x) = —8cos3z.

c) f(x)=cosuz.

d) f(z)=sinz—2e".

Reseni. Obecné FeSeni je dano jako sou-

Cet c¢1 sinx + ¢5 cos x a partikularniho feseni
(kterym miZe byt) a) 223 — 13z + 2, b)
cos3z, ¢) sxsinz, d) —szcosz —e ™"

5.208. Najdéte obecné feseni této rovnice
x
1/ /
-2 +y=——7.
x?+1
ResSeni. Obecné feSeni mé tvar e* (cl +coxr—

In Va2 + 1+ zarctgz).

5.3. Pouziti diferencialnich rovnic

5.301. Aplikace vedouci na diferencialni
rovnice prvniho fadu:

a) Najdéte kiivku, kterd prochazi bodem
[1,1] a m4 tu vlastnost ze ,isek tecny mezi
osami x a y“ je pulen dotykovym bodem.
b) Urcete zavislost objemu vody v nadobé
na case, kdyz voda vytékd z nadoby otvo-
rem o prufezu S rychlosti uréenou Torricel-
liho vztahem v = v/2gh. Zde g je gravita¢ni
zrychleni a h je vyska vody v nadobé.

¢) V nadobé je L litri roztoku obsahujiciho
M kg rozpusténé latky. Do nadoby za mi-
nutu pritéka vy litrd vody a odtéka vo litrd
roztoku. Urcete zavislost koncentrace latky
na Case, jestlize se predpoklada okamzité a
dokonalé promichavani roztoku a v; = vs.
d) Stejné jako v tloze predchozi, kdyz pfi-
téka roztok konstantni koncentrace C'.

5.302. Aplikace vedouci na diferencidlni
rovnice druhého fadu:

a) Najdéte drahu pii rovnomérné zrychle-
ném pohybu, je-li ddna poloha a rychlost
v Case 0.

b) Netlumeny harmonicky pohyb na vodo-
rovné piimce. Tlumeny harmonicky pohyb
na vodorovné piimce.
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5.4. Jesté nékolik dloh

5.401. Rovnice prvniho radu:

a) izokliny:

<

I r__ 2 2.
y=—-—,y=x +y )

x

odfeknéte si pokuseni druhou rovnici fesit
kvadraturami;

b) separace proménnych:
y=y,y =23y,
y' =V,
, x
= —1

1—=z
Y =2x(y+1), vy =

Y
2

)

2zy
! 2
Yy +Y =y
c) posledni piiklad feste také jako Bernoul-
liovu rovnici;

d) rovnice, kde derivace hledané funkce je
rovna funkci s argumentem y/x:
=YY

y ,y'zeXp<g)+g-
b x x

e) Sestavte diferencialni rovnici pro rovnici
kiivky, jejiz libovolna te¢na protina osu y v
bodé stejné vzdaleném od bodu dotyku jako
od pocatku.
Reseni. Diferencialni rovnice je

2 2

Y = y -
2xy

a jeji feSeni je

vV 4+ai=cr, y#0.
Tato soustava kfivek je tvorena kruznicemi
se stfedy na ose x, které prochazeji pocat-
kem soutadnic — vyjmuty jsou body lezici na
ose .

f) Rovnici
g = VY ety
x
feSte na intervalu (0,00) a potom na inter-
valu (—00,0).

)

ReSeni. y(z) = S#*—5-, ¢ > 0 (resp. ¢ < 0)

pro x > 0 (resp. z < 0).

5.402. Rovnice typu
ax + bxr + ¢
]
ox + By +

Reseni. a) y(z) =z, ¢) 22 —y? — 42 + 8y +
2zy=-c .
5.403. Linearni rovnice
a) Yy +2zy=222+1,
1—-2x

b) Y+ S y=1,
c) Y —-2zy=zx+a°,
1
d) ¢ +ycotgr = ;
Cos T
e) dx—{—x—tcost
dt  t ’
f) y/+exy:e2x,
g) Yy +y=cosz,
h) y/_g:a:a
x
eZC
i) y/—l—y:— s pocatecni pod-
r
minkou y(a) =b proa #0,
RO l 1
J) m—;:—max(l):—zﬂy
k) ¥ — 25 =1+z,y0)=0.

1—22

5.404. Reste — za predpokladu, Zze nadoba
ma neomezeny objem — znovu tlohu 5.301.d
pro pripad, Ze rychlosti v; a vy jsou ruzné.

5.405. Urcete rychlost castice o hmotnosti
m usazujici se v suspensi vlivem gravi-
taéni sily, jestlize odpor prostfedi je pfimo
amérny rychlosti ¢astice.

5.406. Kovova kulicka — zahrata na tep-
lotu Ty — je v ¢ase t = 0 umisténa do pro-
stedi, jez je udrzovano na stalé teploté 11,
Ty < Ty . Vypocitejte, za jak dlouho se ku-
licka ochladi na teplotu Ty, Th < Th < 1.

5.407. Za ., kratky“ cas At se z jistého
mnozstvi m radioaktivni latky rozpadne
mnozstvi Am . Je znamo, ze

1 A
- am A, A > 0, konstanta.
m At

vvvvvv

Odvodte diferencialni rovnici pro zavislost
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m(t) na Case t. VyFeste ji a najdéte vztah
mezi A a poloCasem rozpadu.

ResSeni. Plati
m(t + At) —m(t) .
Ar = —mf(t) .

Limitni pfechod (At — 0+) vede k rovnici
m'(t) = —Am(t) .

Resenim této diferencialni rovnice dostane-
me pro mnozstvi latky m(t) v ¢ase t vztah

m(t) = mge A, (%)
kde mg pfredstavuje mnozstvi v ¢ase t = 0.
Pro polocas rozpadu T% plati

In2

5.408. Bernoulliovy rovnice
a) wy —4y-2*/y=0,
b) a2y +y=19*Inx.

5.5. Soustavy diferencialnich rovnic

5.501. Konstrukci feseni soustavy linear-
nich homogennich diferencidlnich rovnic,
zminénou v 1.901, lze nékdy velmi vy-
hodné provést pomoci pojmu zavedenych
v sekci 1.8. Hledejme tedy sloupcovy vektor
Z(t) = (z1(t), .., za(t)"
funkci definovanych na R, které spliuji
I(t) = AZ(t), 2(0) = p, (%)
kde A je matice typu (n,n) s konstant-
nimi koeficienty, p’= (p1,...,pn)7 je zadany
vektor z R,,.

5.502. Bud A diagonalni matice tvofend
elementy A1,...,\,. Najdéte feSeni splnu-
jlci ().
Reseni. Hledané feseni je vektor

I(t) = A(t)p,

kde A(t) je diagonalni matice tvofena prvky

eMt et

5.503. Budte Aq{,...,\, vlastni ¢isla ma-
tice A a 11, ..., U, prislusné vlastni vektory.

Predpokladejme, ze matice V', jejiz sloupce
jsou tvoreny vektory v71,...,U,, spliuje
det(V') # 0.
Najdéte feseni (x).
Reseni. Pro libovolné konstanty ci, ..
je vztahem
Z(t) = creMtv] + ... + c ety
déno feseni systému rovnic 7 = AZ. Jestlize
konstanty cy, ..., ¢, spliuji
101 + ... + cpUy = D,
dostavame TeSeni (x). Oznacime-li ¢ sloup-
covy vektor sestaveny z prvki cq,...
je posledni vztah ekvivalentni s V& = p.
Vektor ¢ je dén vztahem ¢ =V ~1p.

.y Cn

7CTL7

5.504. Pouzijte 1.801.d a najdéte feseni (x)

pro
34\ - (6
=(33) - (5)

Reseni. Obecné fedeni je

- 1 _ 4
F(t) = cre™ (1> + coe™ 2 (_5) .

Je tfeba nalézt ¢ a co tak, ze

2 (1) vl 5) = ()

Tomu vyhovuji ¢; = 2 a ¢ = 1. ReSeni z(t)
je proto tvoreno funkcemi

r1(t) = 2€7 + 4e7 2,

1o(t) = 2e7t — e~ 2,

5.505. S pomoci 1.802.a najdéte feSeni (x),
kde

2 -3 12 3
A=|4 -15 26|, p5=1]0
2 -7 12 1

ResSeni. Reseni je dano funkcemi
z1(t) = 6e? — 6e7! + e,
To(t) = 4e? + 2e7t — 6e4,

r3(t) = 2ett + 27t — e,

5.506. Sestrojte feSeni (x) v ptipadé, ze
A=VDV~Y

kde D je diagonalni matice vytvorena ele-

menty Aj,..., A,.

Reseni. Bud A(t) je diagonalni matice tvo-

fend prvky e*f, ..., e*t. Zavedeme novou
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proménnou ¢(t) = V1 z(t) a snadno od-
vodime, Ze y(t) musi byt feSenim problému
y(t) = Dy(t) , §(0) =V~'p.
Podle 5.502 dostavame
g(t) = AV 1y
Ponévadz Z(t) = Vij(t), odvodime okamzi-
té, ze feSeni je dano vztahem

F(t) = VA(t) V1p.

5.507. Pro kazdou ze zadanych matic na-
jdéte Teseni soustavy

7 =A% (+)
tj.
dz
()= AZ
3 (1) = AZ(t),

s poc¢atecnimi podmikami
111(0) = 3, 3?2(0) = 2.
Dale pro kazdou soustavu rovnic sestavte
matici S(t), jejiz prvni sloupec je tvorfen fe-
Senim soustavy (x), které splituje pocéatecéni
podminku
371(0) = 1, 1’2(0) =0
a druhy sloupec je tvofen fesenim sou-
stavy (x), které spliiuje poc¢ateéni podminku
x1(0) =0, z2(0) =1.

Matice A jsou zadany takto:
—11 24
a) A= ( 4 9 ),

13 10
b) A_(15 —12)’

c)

d)

ResSeni.

a)

c)

S(t)

S(t)

S(t)

S(t)

6 —
A_(4 B

15
A= (30

- 21e3t — 18¢!

l‘(t) - ( 76—37& _ get ) ’

3e 3t — 2et  —Ge 3t + Bet
e 3t —et —2¢73 4 3¢t

ﬂ0:<

_26—225 + 363t
—3e 2t 4 3e3t

ﬂw:(

—2 4+ 3e?
—2 4 2¢2

0= (G

(

6 — he 3
0— 10e3t

6

4 )
-9
—-18 /-

—10e—2t 4+ 133t
—15e72t + 13¢5t

—12 + 15e?t
—12 4+ 10e%t )’

3 — 3e?%t
3 — 262t )
— 21e~ 3t
— 4273t )0

—3 4 3e= 3
-5 + 66_3t

)

26—215 _ 26375
e 2t — 2¢3t

).

)

)
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6.1. Priklady nevlastnich integralua / > 1 dr / * g3 I
1 R
6.101. Nevlastni integral jako vyraz pro ! tot 0 T

délku polokruznice vyjadiené ve tvaru / & 1 p / ° arctgx
— :1: y
1 1

y=VR?—2? 2 (—R,R). ?—z+1

z,
T

/°° 1 J /1 Inz J
_ — dx, —— dx .
6.102. Z definice: o V1t 22 0 V1= 22

— dx, — dx,
1z 1 7 6.105. Absolutni konvergence:
[o.] 1 oo 1 o 7011.2
— dx, —dr,a>0 e cosbr dr,a >0,
1 1+ .CC2 a xP 1
o . > cosw dx
/ sinz dx, / e “sinbr dx, ., x2? ’
0 0
/ <1 1 6.106. Konvergence (integraci per partes)
— sin — dz,
2/ x x %ﬂ'
/ In sinz dx.
0

6.103. Z definice:

6.107. Konvergence (substituci)

S| |

/—dx/—dx

o Vi—a2 o vz ® 1 1
/ —2$in—d:5.
2

b b x xT
1 1 7
/—dx,/ ! /
a (a:—a)P a (b_x)p

6.108. Neabsolutni konvergence
za predpokladu, Zze a < b a p je libovolné

S
realné cislo, / Smr dr,a >0,
1 @ t
/ Inz dx, (uzitim integrace per partes).
0
1 o]
1 1
/ —— dx , / — dz,
-1V1l-x —oo Ltz 6.2. Ulohy ke cvicéeni
| o ! 1 d 6.201. Vypocitejte nevlastni integraly
IRV . I (nebo ukazte, Ze diverguji):

<1
6.104. Aplikace kriterii konvergence (i kdyz a) /1 x4 dz,
nékteré integraly lze vypocitat): o 1q

/Ooe_mz de /Oo arctg x " YL
0 1

1+ 22
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* 2
d
) / 1+22 dz,
e) /xe_$2dx,
0
f) / e “sinx dr,
0
1
g) /ﬂdw
2 X

> 1
h —d
) /_Oox2+2m+2 °
> t
) / arc2g:1; dz |
1 T
> 1
—— dzx
3 /1 zvax? -1

ReSeni. a) 1 ,b) div,, ¢) 1,d) div.,e)
% , ) % ,g) div.,, h) 7, i) %71’4—%1112,
i) am.

N [—

6.202. Jako v pfedchozi tloze:

AT
/a:lna:da:
o ) =
d) / 4x+3d
e) /
f) /
o [ ifi
h) /
/mdw
/ 1—cos2 -

rln®z

MI»—A

Reseni. a) 17 ,b) -1, c) 3, d) div., e)

div., f)1,g) 37+1,h) 3 | i) — ,J)dIV.

6.203. Rozhodnéte o jejich konvergenci
(resp. divergenci) téchto integrali:

f) / Va2 +le ™ dx,
0

> T
—— dx,
g) /2 rt+1

h) / 24 cosx A
1

T

Reseni. a) kon., b) div., c¢) div., d) kon.
bs., €) kon., f) kon., g) div., h) div.

6.204. Jako v predchozi tloze:

1 o
f —— dzx,
) /_1 V1—a?
|
dx ,
g) / Vsin x

0
Ler 9
h / dx .
) .



26.2.2007, KRYLOVA, STEDRY: NEVLASTN{ INTEGRALY, POSLOUPNOSTI, RADY

Reseni. a) kon., b) kon., c) kon., d) div.,
e) div., f) kon., g) kon., h) div.

6.3. TTi poznamky

6.301. Odvodte vyraz pro veli¢inu 7, ktera
bude oznacovat primérnou (stfedni) délku
zivota atomu radioaktivni latky.

Reseni. (Cislo AAt, A z tlohy 5.407, lze
chapat jako pravdépodobnost jevu, ze se
dany atom rozpadne béhem cCasového inter-
valu délky At. Ma tedy smysl mluvit o délce
zivota jako o stfedni hodnoté statistické ve-
li¢iny.) V case t predpokladame m/(t) latky,
v Case t = 0 pro mnozstvi latky m(0) pou-
Zijeme oznaceni mq . V intervalu (¢,t + At)
se rozpadlo mnozstvi vyjadritelné jako

m(t) — m(t + At) = —m/(t)At .
Vysledny vyraz tedy bude

t dt .
[ tew)
Podle 5.407
m(t) = mge
a proto
o 1
TZA/O te_”dt:X. (%)

Integraci per partes spocitame, ze stfedni
doba zivota atomu radioaktivni latky je
rovna 1/\ .

6.302. K vypoctu integralu v 6.301 () jsme
pouzili integrace per partes. Zminime se o
jiné metodé (jejiz teoretické opodstatnéni
neuvedeme), kterd se opird o dva zpusoby
vyjadreni derivace funkce ®, kterou zadame
timto vztahem:

@(A):/ e M dt pro A > 0.
0

(Pro A < 0 integral diverguje.) Na intervalu
(0, 00) spocitame @', prvni derivaci ® podle
proménné A, tak, ze derivujeme za integral-
nim znamenim a na proménnou x hledime
jako na konstantu. Dostaneme

P'(\) = —/0 te Mt

Hodnota ®(\) se vSsak snadno spocita, je

() = 1/)\.
Proto
, 1

Porovnanim poslednich dvou vztahti dosta-
neme

& 1
/ te‘”dtzp pro A > 0.
0

Kolik je

/ tPe M dt

0
prop=2,3,...a\A>07?

6.303. Jesté jednou 5.407. P1i feSeni 6.301
jsme vylozili, Ze z mnozstvi m latky ztstane
po (,,velmi kratkém*) ¢ase At pouze
m — mAAt = m(1 — AA¢).

Rozdélime-li ¢asovy interval (0,t) na n
useku délky At = t/n, vidime snadno, ze
z mnozstvi mg, které jsme méli v ¢ase t = 0,
zlstane po ¢ase t pouze

mo (1 — )\At)n
Dosadime za At a limita n — +oo dava

m(t) = mge .
To je dalsi odvozeni vztahu (5.407)(x).

6.4. Limity posloupnosti

6.401. Zakladni pojmy:
e 7 definice dokazat, Ze

lim n =1,
"nSoom + 1

lim n =+4o00;
n—oo

e limita vybrané posloupnosti:

{(—2)”} nema limitu;
n=0

1
lim — =0,
n—oo n

e lim, ., f(x)=a (a € R,£+0)
implikuje lim,, .~ f(n) = a:

3n2—1
lim ———
nHOO4n2—|—n—|—2
lim n,

n—oo

lim =",z >0,
n—oo
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. T\»
lim (1 + —) ,
n—oo n

(Va+i-va);

e uzitim odhadu:

lim
n—odo

277,
lim gl
I (1+ L oy 1)
1m — Y — y
n—oo\\/n  \/n+1 V2n
. < 1 L 1 n 1 )
m|(—+-—4+- .
n—oo\n? = (n+1)2 (2n)?
6.402. Z definice dokazte:
1
lim —2—0 lim n® = 4+o00.
n—oo N n— oo

6.403. Vysetiete pouzitim limit vybranych
posloupnosti:

n —-n

a” —a

lim —— proa<0,
n—oo g™ +a~ "
lim (—1)"n.
n—oo
6.404. Spocitejte
n__ ,—n
lim a-a proa >0,
n—ooo a” + a~ "
1
lim ﬂ, lim /a ,a >0,
n—oo M n—oo
1 2 1
lim (5 + =+ +n+>,
oo \ 2 n2
. 1+2 + +n n
lim ( — —> ,
n—oo n+1 2

limitu posloupnosti, jejiz n-ty ¢len a,, je dan
koneénym souctem

Ly
1-2 ' 2-3

1
e —_—
n(n+1)
6.405. Spocitejte pouzitim véty o limité se-
viené posloupnosti limity posloupnosti
_1)n
(GO lim

)
n—oo N

n!
lim —,
n—oo N

sinn
lim
n—oo n2

Y

a dale limitu posloupnosti

lim a, ,
n—oo
kde
a) {an}?f:l :{17%7%527%7%5'“}7
_ 1 1 1

10

6.5. Nekonecné céiselné rady

6.501. Zakladni pojmy pro Ciselné rady:

definice souctu rady:

o0 N o0 1 o0
2 "

(o] o0 1
PRICIVED D
n=1 n=1

nutnd podminka konvergence rady:
= n 1 1
nzz‘?)n—l—l ’nz::lﬁ’nz::ln(n+1);

integralni kriterium:

o0

Zn—la,a>0,

n=1

srovnévaci kriterium:

>, n!

b
n
o
Z 2
— n!
limitni srovnavaci kriterium:
o0

S

n:0n3+n—|—10’

Il

I
Mg
3 =
L~ =

n n

||M8

o

= n > 1

e Cauchyovo limitni kriterium:

z;z%g%,

(o]
o kriterium nedava vysledek pro
IETH IS
) o
n=1 n n=1 n
e D’Alembertovo (limitni) kriterium:
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o0

D

n=1

n
a
— ,a>0,;
n

e absolutni konvergence:

o n S n
Z —7.0€ R, ,a € R,
n=0 ’ n=1
o . o
sin nx —-1)"
S per Y OO
n=1 n n=1 n
e Leibnizovo kriterium:
ISR S
n ’ lnn ’
n=1 n=2

o pfiklad shrnujici uziti riznych metod
oo an
>
n=1

6.502. Pomoci srovnavaciho kriteria roz-
hodnéte o konvergenci ¢i divergenci fad

s 1 = 1
— . b
a);n2—4n+5’ ) In(n+1)’
oo oo
n-+1 1 .1
C) ;1n2+1> d) 7;5811157
= Vn+l-yn = Vn+1
6)2#7 f) Z o .
n=1 n=1

Reseni. a) kon., b) div., ¢) div., d) kon.,
e) kon., f) div.

6.503. S pomoci D’Alembertova limitniho
kriteria rozhodnéte o konvergenci ¢i diver-
genci téchto rad

a) an ? b) _‘7
n=1 3 n=1 n
> n > n!
d 0
O St 0 S
n=1 n=1
N, T = 2n—1
e) n°sin —, f) Z —
n=1 2 n=1 2n

11

g) 2—21 n(f) h) Z:l%

Reseni. a) kon., b) kon., ¢) kon., d) div.,
e) kon., f) kon., g) kon., h) kon.

6.504. Uzijte Cauchyovo limitni kriterium
a rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci
téchto rad

1 2n \"
a) arcsin” —, b) < ) )
T; n ; n+1
e 2n—1 > 53
°) 2(3nn— 1) ) le_n
> n = n
B Yo W (WA
n=1 n=1

ResSeni. a) kon., b) div., ¢) kon., d) kon.,
e) kon., f) kon., g) div., h) kon.

6.505. Uzijte integralniho kriteria a rozhod-
néte o konvergenci ¢i divergenci téchto rad

[e'e] 2 [ee] e%
a) Z?’LQ—‘rl’ b) Zﬁ7

n=1 n=1

=1 N/ 14+n\2
c , d ( ) ,
) nz_;nln2n ) nz_:l 1+ n?

> 1

°) Z nlnnln(lnn)

Reseni.
a) kon., b) kon., c¢) kon., d) kon., e) div.

6.506. Pomoci Leibnizova kriteria rozhod-
néte o konvergenci ¢i divergenci téchto fad

D U B
P e
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o0

Ayl e
> (-1 tgnﬁ.

n=1

d)

Reseni. a) kon., b) kon., c) kon., d) kon.

6.507. Rozhodnéte o konvergenci ¢i diver-
genci téchto fad; pokud konverguji, urcete,
zda konverguji absolutné ¢i neabsolutné

a) i(—l 110 ,b) Zsm n+
0 Z(—l) cos & Z ,sin 2
e) Z: n— lnn

ResSeni. a) kon. abs., b) div. ¢) kon. neabs,
d) kon. abs., e) kon. neabs.

6.6. Funkc¢ni rady
6.601. Dokazte, ze fada

> it
“—n(l+nz?)’

konverguje stejnomérné na R.

6.602. Najdéte obory konvergence téchto
funkénich fad

a) nz_:l 1 +la;n b nil %

) i - d) ine_m,
n=1 n=1

e) ilf;n , f) i%sm n .

Reseni. a) (—oo, —1)U(1, +00), b) (—1,1),

c) (oo, —1) U (1,+00), d) (0,
(—=1,1), f) (—o0, +00).

), e)

6.603. Dokazte, ze dané funkcéni fady kon-
verguji stejnomérné v danych intevalech

12

=1

a) Zmﬂfe(—%a%),
n=1
=\ sinnz

b) Z o , x € (—00,00),
n=1 ’
> 2x

(¢ arct , TER,

d)

6.604. Najdéte obory konvergence danych
mocninnych fad (pokud fada konverguje
v néjakém krajnim bodé intervalu konver-
gence, rozhodnéte, zda jde o konvergenci ab-
solutni nebo neabsolutni)

= " = "
AN il
a) Zn(n—l—Z)’ ) Zn!’
n=1 n=1
o0 . (o] xn
C) Z o, d) Z ﬁ ’
n=1 n=1
n=1 n=1
= (n!) 2™ n-l
e) nz_:l e z_: et
1
Zn” x+3)", j) Zsm—x”,
n=1 n=1 n
= n /z\" = (z+3)
k —],1
) nz::ln+1<2>’ ) ; n®
m) ) (-1)"(2n+1)
n=1
Reseni.
a) (—1,1), z = —1,z = 1 konver. abs., b)
R, c) (-1,1),d) (-1,1), 2 = -1,z =1
konver. abs., ) {0}, f) (—3,3), g) (—e,e),
h) (-1,1), x = =1 konver. neabs., i)
{-3},j) (-1,1), x = —1 konver. neabs., k)

(=2,2),1) R, m) (—1,1).
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6.7. Mocninné rady,

Taylorova a Maclaurinova rada

6.701. Zadanou funkci vyjadrete jako sou-
¢et mocninné fady se stfedem v bodé xg,
kdyz

a) f(z)=223-Tz+2, 29=1,

b) g(z)=2-322—22% — 2% 29=—1.
Reseni.
a) f(z)=2(x—13+6(x—1)>—(x—1)-3,

—(z+ D)+ 2(x +1)3-
—3(z+ 1) +4(z + 1).

b) g(z) =

6.702. a) V okoli bodu x = 0 vyjadfete
jako soucet mocninné fady primitivni funkci
k funkci f definované vztahem

arctgx

f(x) pro x # 0,

1 prox =0.

b) Vypocitejte

J

s maximalni chybou 1073,

3 In(z +1)
T

dx

x2n+1

Reseni. a) Z(— ) g
— (2n +1)

b) L

ﬁ"‘soo

1 1 1 -
§—E+ﬁ— 0449

6.703. Najdéte primitivni funkce k danym
funkcim ve tvaru mocninnych fad:

sinx

2 f(r)= proe 70
1 prox=0.
b) g(r) = ¢ prow£0,
@ pro x €
c) h(z)= (-1,1) — {0},
1 prox =0.

13

Reseni.
p2n+1

K 22%0_) (2n+1)(2n+ 1)
b) ln|x|+2#’

C)Z

n+1

n—l—l)

6.704. Najdéte Maclaurinovy rady danych
funkci a urcete, pro které hodnoty x jsou
soucty fad rovny danym funkcim:

a)  flx)=vitz,
b) g(z) = arcsinz,
c) h(z) = ze*®
Reseni.

a) pro x € (—1,1) plati f(x)

_ 1 3_
1+:13 2455 +246x .,

b) pro z € (—1,1) plati g(x

) =
T+ 330° + 5552+ gaere +o.
c) pro:z:ERplam
2n

!
n=0 s

-5
6

h(x) nl

6.705.
a) S jakou pfesnosti plati pfiblizna formule

Vidtr=1+ %x — %xQ

pro z € (0,1).
b) Vypoditejte s presnosti 1073 nésledujici
hodnoty:

I In1,2 , /0,997 .
c) Najdéte intervaly proménné z, v nichz
nasledujici ptiblizné vzorce plati s presnosti
1073 :
sinzx ==z,

In(1+z) =z — a2 .

, cos H°

Reseni.
a) 7. 10~2 b) 0,368, 0,182, 0,996, 0,998.
c) z € (—0,18;0,18), = € (—0,12;0,14) .
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7.1. Defini¢ni obory a grafy.

7.101. Urcete a v roviné nakreslete defini¢ni
obory funkci (je v nékterych pfipadech de-
fini¢ni obor mnoZinou otevienou nebo uza-
vienou?):

a) flz,y)=z+y,
b)  flz,y)=V1-22+/1—y2,
c) flz,y)=+v1—-22—9y2,
d  (z,y)—
V@ =)= )
e) [flz,y)=
=9 —a2 —y2— /a2 —y2 -1,
D ) =\
g) flay) = sin(@2 +y?),
h)  f(z,y) =Iny/1— 122 - 142
) fley) = yi\/}
o Sy = Va2 -y In(zy),
k)  flz,y) = arcsin% :
) f(z,y) =In(y® —4z+38),
m) f(z,y) =z =y,
R e ]
o) f(z,y)=In(zIn(y—2)),
p) f(z,y)=+/zsiny,
a) f(z,y) =/ In(zy)

14

7.102. Ujasnéte si podobu grafu funkce
f(z,y) : D(f) = R

jako podmoziny (obvykle plochy) v E3 po-

psané takto

{[QE, Y, Z] : [$7y] S D(f)v Z = f(l'7y)},

kdyz

a) fl(z,y)=z, f(z,y) = -2,

b)  f(z,y)=2-y,
f(z,y) =-1+=z,

c) flzy=1l-z-y,

d) f(z,y) =9 f(z,y) =27+,

e) flz,y)=+v9—22—y?,
flz,y) = —v1—2%—y%.

f) flz,y) =2" -y,
f(z,y) =2zy,

g [flzy)=Va*+y?,
f(z,y) = —va? +y?

7.2. Limity a spojitost.
7.201. Pokud limita existuje, vypocitejte ji:

2r — 2

li -
S
—12,0,—1]
b) lim  sin (z = 3)y )
[#,y]—[3,0] V(= 3)% + 92
c) lim (2?4947 sin;
[2,y]— Va2
—[0,0]
d) lim 2zx+y,
[#,y]—[0,4]
1
e) lim ——— |
[,z T+ Y—2
—[1,1,2]
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f) (limita vzhledem k mnoziné) pro
M= {[r,y,) € B2 > 7 + 1)
vysetrit

. 1
lim @ ———
[z,y,2]— T+Y—2
—[1,1,2],
[z,y,2]EM
. . 1
g) lim  arcsin ,
[2,y]—[0,1] -y
. 11
h) lim (z+y) sin—sin—,
[z,y]— z
—[0,0]
2 r(y—12+1-1
A +2(y ) i
[,y — 22+ (y—1)
—[0,1]

ReSeni. a) 1,b) 0, c) 0, d) 2, e) funkce
neni definovana v zadném prstencovém okoli
bodu, v némz se limita vysetfuje , f) —oo,
g) jako v e), h) jakove), i) %

7.202. Jako vyse:

T -y
a) im ,
[z,y]—[0,0] +y
1
b) M me
[z,y]—[0,0] 2% +y
2,2
c) lim  —
[,9]—[0,0] %+ Y
. r+y
d lim —_
) [z.y]—[0,0] =3 +y3
e) lim Y
[z,y]—[0,0] %+ y
4 4
f) lim Y
[z.y]—[0,0] T —y

ReSeni. a) funkce neni definovana v 74d-
ném prstencovém okoli bodu, v némz se li-
mita vySetfuje , b) oo, ¢) neex., d) jako
v a), e)neex., f) jakov a).

7.203. Dokazte, ze na R? jsou spojité tyto
funkce:

a) h(z,y) =

15

2,2
) poleyl £00,0
0 pro [x,y] = [0,0],
b) k(z,y) =
238
_ m pro [z, y] # [0, 0]
0 pro [z,y] = [0,0].

7.204. Dokazte, Ze funkce

m(z,y) = Vay — 1
je spojitd v bodé [1,1] vzhledem ke D(f).

7.205. Dokazte, ze funkce
% +y
h(z,y) =

2 —y
je spojita na D(h).

7.206.a) Bud funkce f dana takto
22 4+ y?)(1 +sinz
flay) = TR
(z—y)?+ (= +y)
Rozhodnéte, zda existuje funkce F' spojita
na R? takova, Ze

F(x7y) = f(x7y)
pro [z,y] € D(f).

b) Rozhodnéte, zda funkce

h(z,y) =
s okl £ 00
0 profoy = [0.0],

je spojita v bodé [z, y] = [0,0].
Reseni. a) ano, b) ne.

7.207. Dokazte, Ze funkce

flz,y) =
20—y +3 pro [z,y] #[1,1]
2 [1,1],
neni spojitd v bodé [z,y] = [1,1]. Jak je
tfeba zménit funkéni hodnotu f(1,1), aby
se f stala spojitou v bodé [1,1].

pro [z, y]
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7.208. Urcete, zda uvedené funkce jsou na
svém definiénim oboru spojité:

a) f(z,y) =sin(z+y?),

1
—1
9(z,y) n o

h(:L',y) = \/1 -

b)

2 2 2

—z“.

c)

r= -y

7.3. Parcialni derivace.

7.301. Spocitejte parcidlni derivace prvniho
fadu (u jednodussich funkci i vyssich fadw)
podle vSech proménnych:

a) flz,y)=z-y,
b) f(z,y) =2y —zy®,
¢) gluv)="t
.’L’3—|— 3
d) f(x,y) = 1;2—4_32 )
e) k(r,y)=In(z+2?+y?),
) glxy) :x\m%ﬁ ,
g flry) =e ¥
h) f(z,y) =In(z+1Iny) ,
) s =g 50

7.302. Jako v uloze 7.301.:

f(xvyaz) = TYz,

b)  flz,y,2) = Va?+y?+ 2%,
c) [fla,yz2)=
=234y +3zy—x+ 2,
d) f(z,y,20)=
= XYz + yzv + zvxr +vxy ,
e) flz,y,z) ="V F)
f) fla,y.2) =sin(z® +y° +2%)

16

e

g) flzy,2)=2",

h)

z

flz,y,2) =2’

7.303. Najdéte defini¢ni obor, zjistéte, zda
je funkce omezend shora, zda je omezena
zdola, a spocitejte vSechny derivace prvniho
a druhého fadu:

a)  flz,y) =227 - 3(a® - 1)y* + 2

Reseni. D(f) = E? , funkce neni omezena
zdola ani shora,

of

%(w, y) = —6zy? + dzy + 2,

0
8—5(% y) = 2z% — 62”y + 6y,

0%f
@(x,y) =4y — 6y> |
82
axéfy (may) =4z — 12.’17y,
*f 2
a—y2(x,y) =6 — 6x°.
b) flz,y)=e" =exp(a®y?)

Reseni. D(f) E?, funkce je omezend
zdola nulou, neni omezené shora,

of

ox

3

2
(z,y) = 2zy’e™ V",

of 2.9
é)y(ﬂﬂ,y) = 3z"y“e

$2y3

92 f

o2 (@ y) = 20 (14 20%)e” Y,

82 2,3
8xafy(w, y) = 6xy*(1+2%y’)e” Y
0% f

2,3
052 (z,y) = 32%y(2 + 32%y*)e™ V.

) [flz,y) =2y’ —sin(a®y’)

ResSeni. D(f) = E?, funkce neni omezena
zdola ani shora,
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falw,y) = 20y° (1 — cos(a?y?)),

Fy(,y) = 32°y* (1 — cos(a?y?)),

few = 2y (1 — cos(x?y?)) + 4z?y° sin(22y?),
fay = 62y*(1—cos(2?y?)) +62°y° sin(z?y?),
fuy = 62%y(1—cos(2?y*)) +9xy* sin(z?y?).
d)  flz.y) =In@* 220 -y)

Reseni. D(f) = {(z,y) € E* | y < (z —
1)*> — 1}, funkce neni omezend zdola ani
shora,

of 2 —-1)
gg(way)—-ggf:357:7; )
ﬁ( )__—1
8y$’y_x2—2x—y
82_f( )_—2(x2—2:c+y—|—2)
az2 Y = (22 =2z —y)2
02 f 2@ —1)
8x0y($’ v) = (x2 — 2z — y)?
o, o
y? (@,9) = (22 — 22 — y)?’

1
S ——

2 +y

Regeni. D(f) = {(z,y) € B* | y > —a%},

funkce je omezenad zdola hodnotou nula,
shora omezend neni,

g(w )= —322
ox Y= 2(;1;3—|—y)%,
of -1

ﬁ( ) 3z (52 — 4y))
2 4@ +y)7
0% f (2,y) = 92

0xdy i 4(1'3 —+ y)% ’
82f(x - 3

Oy " A(aP 4 )k

x

f) fla,y)=uze
Reseni. D(f) = {(z,y) € E? ! y#0},

funkce je neni omezena zdola ani shora,

Lo =1L,
L=,
%(%y) = x;zyey,
giyf(x,y) = we_

7.304. Pro funkci f danou vztahem
f(z,y) =€" (cosy + xsiny)
dokazte, ze
O*f  0%f
0xdy  Oydx

7.305. Pro funkci g danou vztahem
f(z.y) = arctg
x
dokazte, ze

Pr f
0xdy?  Oy20x

7.306. Pro dané funkce spocitejte vsechny
parcidlni derivace druhého rfadu

a)  fla,y) =3V +92)°,

Tr+y
1—ay’

b)  f(z,y) = arctg

) flz,y)=e"".

7.307. Pro funkci f danou vztahem
fla,y,2) = e™*
vypocitejte
03 f
0x0ydz




26.2.200m, KRYLOVA, STEDRY: FUNKCE VICE PROMENNYCH

7.308. Pro funkci f danou vztahem
f(z,y) = In(e” +¢)
dokazte, ze

of
ox

of _

ay—l.

7.309. Pro funkci f danou vztahem

1
z,y) =In ————
dokazte, ze
A0 I
ox?2 = Oy2

Pro jaké body (z,y) to plati?

7.310. Pro funkci f danou vztahem
Y
flz,y) =

(a > 0, konstanta) dokazte, ze

Pf_ L0

proiak R
Pro jaké body (z,y) je tato parcidlni dife-
rencialni rovnice splnéna?

7.4. Totalni diferencial.

7.401. Pro funkci f danou vztahem
x

1
f(.%’,y,Z) (5)
najdéte df(1,1,1) a d2f(1,1,1).

ResSeni.

d?f(1,1,1)

df(lalal) Idl‘—dy,
—2(dz — dy)(dy + dz) .

7.402. Najdéte df a d? f pro funkci f danou
vztahem

a) f(w,y)zg,
b)  f(z,y) = e,

c)

ReSeni. a) df =y 'dz — zy2dy, d*°f =
—2y~2dady+2zy 3 y?, b)df = e (ydz+

f(z,y,2) =2y +yz+ 22.

18

zdy), d*f = e (y2dz? + 2(1 + zy)dady +
z2dy?), c) df = (y +2)dz + (z + z)dy +
(z +y)dz, d®f = 2(dzdy + dydz + dzdz).

7.403. Ukazte, ze pro mala x a y plati:

+vy .
t =
a) angl—l—xy x+y,
b) (I+z)"(1+y)" =,
=14+mx+ny,

¢) In(l+z) n(1+y)=uxay.

7.404. Vypocitejte ptiblizné:

a) 1,042,
b) In({/1,03+ /0,98 —1),

c)

prirustek hodnoty funkce

_r+3y

pii pfechodu od bodu [2, 4]
do bodu [2,5;3.5] .

7.5. Derivace slozenych funkci.

7.501. Derivujte podle vSech proménnych
funkci
a) t — u, kdyz
u=e""% g =sint,y=1t>,
b) t — z, kdyz
z = arcsin(z — ),z = 3t,y = 4¢3,
c) (r,¢) — z pro z = 2%y — 3,
T=Tcosy,y=rsing,
d) (z,y) — z, kdyz

z =arctgay, y =€,

7.502. Funkce

(ua v, w) - f(ua v, w)
ma spojité parcidlni derivace druhého fadu
na E3. Spocitejte viechny parcialni derivace
druhého fadu slozené funkce

p(x,y,2) = f(z, 2y, 2y2) .
Jde o derivace, které lze oznacit také takto:
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8$7 ay: 827
2 92 92 92 92 92
Oy Oy 032,05y, 0y, Oy

Reseni. Na piiklad

dp Of of of

% = % + y% + yza .
Derivace se také zapisuje ve tvaru

Jp

9 fi+yfo+yzfs,
z

ponévadz lze pouzit znaceni

fi pro prvni derivaci funkce f podle i-té pro-
ménné; f;; pro druhou derivaci f podle i-té
a j-té proménné. Proto napf.

0%p
9.2 = 2%y fa3
UMLUVA: v dalsich tlohédch budeme

predpokladat, Ze vSechny derivace funkci,
které potfebujeme pfi vypoctech, jsou spo-
jité tam, kde to potrebujeme.

7.503. Oznacte vhodné proménné funkce f
a spocitejte vSechny derivace 1. a 2. fadu
funkci

2(z,y) = f(2® -y e™),
u(z,y) = f(z +y,2y),
f(x,y,z) - f(x—f—y,z).

a)
b)
c)

7.504. a) Spoditejte df a d*f, kdyz

f(z,y) = ulaz, by)
kde a, b jsou konstanty; proménné funkce u
je pritom tfeba oznacit vhodnymi symboly
(tfeba u = u(&,n) ).

b) Spoditejte du, kdyz

u(w,y,z) = f(gv g

z) ’
c) Spocitejte dg, kdyz
g(x,y) = f@® + v,y — 2?,ay),
d) Spocitejte df, kdyz
f&) = g(t,t,£),

e) Spocitejte dF', kdyz

19

F(x,y):f(\/m2+y2).

7.505. Spocitejte hodnoty vsech parcialnich
derivaci fadt jedna a dvé funkce F' v bodé
A = [3,2], kdyz

F(z,y) =g(xy,§)-

Reseni. Oznadime-li u a v proménné funk-
ce g, tj- ¢ = g(u, v), je napt.
F..(3,2) =

= 4guu(67 %) + 291“1(67 %) + igvv(Ga %) .

7.506. a) Dokazte, ze funkce
z(u,v) = arctg L )
)
kde

r=u+v,Yy=u—"v,

spliiuje rovnici

0: 0 u-v
ou  Ov  wu2+0?’
b) Dokazte, ze funkce
Y
Ay) = f@®=y?)
spliuje rovnici
10z 10z z
vdr " yoy o

ve vSech bodech, kde f je rtizna od nuly.

7.6. Gradient a derivace ve sméru.

7.601. Spocitejte derivaci ve sméru § funk-
ce f v bodé A:

a) f(xz,y) =1In(e” +¢€Y) ,
A=[0,0] ,B=1[1,3] ,§= 4B,
b) f(x.y) = arctg 2,
x
§ je ten ze dvou tecnych vektora v bodé A
ke kruznici
22 +y? —22=0,
ktery méa druhou slozku kladnou.

c) flz,y,z) =2+ 1y* + $1°

11

272

A= 3],
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A=1[1,2,3] ,5=(1,2,3).

7.602. Dokazte
grad (fg) = fgradg + ggrad f .

7.7. Transformace proménnych.

7.701. Vyjadfete v polarnich souradnicich
T =Tcosy,y =Trsine:

) Ou _ du b) Ou Ou

& oy " Yor Tor T Vay
%u  0%*u ou\ 2 oun 2

) et D (5) T(5,)
0% Pu 0%

2
Yoz T a0y +y8y

Reseni. a) b)
) @ +1@+ li
Vo T rar T2 D2’
duy2 1 ,0u.2 5, 0%u
d) (3,) +T2(8¢) ) riss

7.702. Zavedenim novych proménnych
=a,n=a"+y
feSte rovnici
0z
Yo

0z

—r— =0.

Reseni. Kazda funkce z tvaru
2(z,y) = o(2® +y°),
kde ¢ je libovolna spojité diferencovatelna

funkce na R, vyhovuje zadané parcialni di-
ferencialni rovnici.

7.8. Tec¢na, teCna rovina, normala.

7.801. Najdéte bod P na plose z = f(x,y),
v némz je normaéla rovnobézna s osou z,
jestlize

a)  flz,y) =2 +y?
b)  f(z,y) =2z +3y+4,

_1,

20

c) flz,y) =22 — 2zy + 4o + 6y — 25.

Reseni.
a) P =(0,0,—1), b) takovy bod P neexis-
tuje, ¢c) P = (3,8,5).

7.802. V bodé P plochy z = g(x,y) najdéte
norméalu Np a obecnou rovnici te¢né roviny,
jestlize

a) g(z,y) =2"—2y* — 18,

P=(3,-1,7),
_1 5

b)  g(z,y)=In + 222 — g,
P=(21,7)),

c) g(z,y)=32"—2xy’ —Ty+3,
P=(2,-37).

Reé_gni.

a) Np = (27,4, 1), 27x + 4y — 2 — 70 = 0,

b) NP:(9,—2,—1),9I—2y—z—9:0,

¢) Np = (—6,17,—1), 62 —17y+2—63 = 0.

7.9. Extrémy funkci.

7.901. Zjistéte, zda funkce je shora omezena
(SO), zdola omezena (ZO) a najdéte lokalni
(resp. absolutni) extrémy:

a) f(z,y) =2+ (y—1)?,

b) f(z,y) =% —(y—1)?,

) flz,y)=(z—y+1)>,

d) f(z,y) = 2*—ay+y°—2a+y,
e) f(z,y) =2’y ( -z —y),

f) flz,y) =2+ 3wy,

g) fl(z,y) =z +y —z?—2xy—y°.

Reseni. a) SO: ne, abs. min. v bodé [0, 1],
b) ZO: ne, SO: ne, stac. bod. [0,1] — v ném
neni extrém,

¢) SO: ne, abs. min. v kazdém bodé pfimky
y=x+1,

d) SO: ne, abs. min.: [1,0],

e) ZO: ne, SO: ne, ostré lok. max.: [2,3],
stac. body bez extrému: [a,0],a € R (osa
x) a bod [0, 6], body [0,al],a € (0,6), jsou
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body neostrého lok. min., body [0,a],a €
(—00,0) U (6,00), jsou body neostrého lok.
max.,

f) ZO: ne, SO: ne, stac. bod: [0,0] — v ném
neni extrém, lok. min. v bodé [1, 1],

g) SO: ne, abs. min. v bodech [1,1],
[—1,—1], stac. bod: [0,0] — v ném neni ex-
trém.

7.902. Vysetiete lokalni extrémy funkeci:

a) f(z,y) = 2> +y> +4x+3,
b) f(x,y) = 22° — 2y? + 52 + o2,
) f(z,y) = zyn(a® +¢?),

d) f(z, y)—4(:v— y) —z? =y,
e) f(z,y) =2’ +zy+y’+r—y+1,
f) flz,y)=2"y*(12 -z —y)

na mnoziné {[z,y];x > 0,y > 0}.

Reseni. a) ostré lok. min. v bodé [—2,0],
b) ostré lok. min. v bodé [0, 0],
c) ostrd lok. min. hodnoty —A? v bodech

[A, A] a [-A, —A], ostré lok. max. hodnoty
A? v bodech [A,—A] a [-A, 4], kde A =
1/v/2e,

d) lok. max. v bodé [2, —2],
e) ostré lok. min. v bodé [—1, 1],
f) ostré lok. max. v bodé [6, 4].

7.903. Vysetiete absolutni extrémy funkci
na danych mnozinach:

2

a) f(z,y)=2"—y
na {[z,y];2* +y* < 4},
b) f(z,y) = 2* + 2zy — 4o — 8y

na {[z,y);0 <z <1,0<y <2},

c) f(a,y) =2"y(4 —z —y)
na trojihelniku ohrani¢eném piimkami

r=0,y=0,z+y=6,

d) f(xa y) =sin z+cos y—l—cos(x _ y)
na {[z,y];0 <z < 37,0 <y < 37},

e) f(z,y) =sinzx siny sin(x + y)
na {[z,y];0 <z <7 0<y<n},

21

f) flz,y)=1+z+2y
na {[z,y];0 < 2,0 <y,z+y <1},

g) f(z,y) =y
na {[z,y]; 2% +y* < 2},
h) f(z,y) = 2%y
na {[z,y]; 2% + ¢y <1},
i) flz,y) =2 +y° - 3uy
na {[z,y];0 <x <2,-1<y <2}
i) flzy) =2 —ay +y?
na {[z,y];0 < [z] + |y| < 1},
k) flz,y)=e =Y (227 + 3y?)
na {[z,y];2”* +y* < 4},
1) f(x,y) = cosx cosy cos(z + y)
na {[z,y];0 <z <m,0<y<m}

ReSeni. a) fna: = 4 v bodech [2,0] a
[—2,0], fmin = —4 v bodech [0, 2] a [0, —2],
b) fmaz = 0 v bodé [0,0], frin = —16
v bodé [0, 2],

C) fimaz = 4 v bodé [2,1], frin = —64
v bodé [4,2)

d) finae = 2v/3 v bodé [im, 7], finin =0
v bodé [0, 27r]

e) frar = 3\/_ v bodé [%w,%w], Frmin =

—3V3 v bodé [2T, 2n],

£) fraw =3 v bodé [0,1], fimin =1 v bods

[070]7

g) fmaz = 1 v bodech [1,1] a [-1,-1],

Jmin=—-1v bodech [1,-1] a [-1,1],

h) frae = 3 v bodech (26, 13

a [—lf,?,f] fmm = —2/3 v bodech
[5V6,—5V3] a \/_

1) fmaz = 13 v bode [ 1] fin = —1

v bodech [0, —1], [1,1],

J) fmaz = 1 v bodech [0,1], [1,0], [-1,0],
[0, 1], fimin = 0 v bodé [0,0],

k) fmaz = 3/e v bodech [0,1],
fmin =0 v bodé [0,0],

1) fiaz = 1 v bodech [0,0], [x,0], [7,7],
0,7, fmin —% v bodech [37,z7],
(37, 5]

[07 _1]7

8
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8.1. Jedna funkce jedné proménné

8.101. Je zadand funkce F(z,y) a dvé
¢isla a, b takova, ze F'(a,b) = 0. Dokazte,
ze v néjakém okoli O bodu a existuje funkce
f proménné z spliujici F(z, f(x)) = 0 pro
x € O a f(a) =b; urcete f'(a), jestlize

a) F(z,y) =2 +y*> — 42 — 10y + 4,
[a,b] = [6,2],

b) F(z,y) =2 +y* — 4z — 10y + 4,
[a,b] = [6,8],

c) F(z,y) = (2* +y*)* = 32y +¢°,
[a,b] = [0, -1],

d) F(z,y) =2Y —2%,[a,b] = [2,2],

e) F(x,y) = 2*y + zy* — ax?y? — o,
la,b] = [a,a) ,a # 0.

Reseni.

a)3,b) —3,¢)0,d) 1/In2,e) —1.

8.102. Je zadané funkce F(z,y) a dvé éisla
a,b takova, ze F'(a,b) = 0. Dokazte, Ze v né-
jakém okoli O bodu b existuje funkce g pro-
ménné y spliujici F(g(y),y) =0 proy € O
a g(b) = a; urcete ¢'(b), jestlize

a) F(z,y) =2 +y* — 4o — 10y + 4,
[a, 6] = [6,2],

b) F(z,y) = 2% +y* — 4o — 10y + 4,
[a, 0] = [=2,2],

c) F(z,y) =y’ —day +a?,
[a,b] = 2+ v/3,1],

d) F(z,y) = ysinz — cos z + cos 2z,
[a,b] =[0,1].

ReSeni. a) 2, b) -3 ,¢) 2+ 33,d) 0.

22

8.103. Funkce g (y =
plicitné rovnici F(x,y)
9(zo) = Yo, kde [%,yo]

()) je déna im-
= 0 a podminkou
takovy bod, ze

oF
F(x9,90) =0 a 8—y($0,y0)7é0-

V okoli bodu z¢ vyjadiete funkci ¢'(z) (po-
moci funkce g(z)), kdyz

a) Flay)=a5+y5 -1,
b) F(w,y)=$+y—e%,
c) zy=lny+ A,
d) 22—t =yt = at,
e) 23y — Pz = at,
f) ye+e¥ =0,
g) yat=ev.
Reseni. .
2 g@=-(12)
oy 2+ ag(a) + g3 (z)
iy 97 (@)
c) g(z)= Tg(m) 5
/ x(QQ(Q:) B 2'T2)
d =
) d'(2) g(g/,)((zgz(l)gz 9;,2) ’
roy drtg(x) —g°(x
e) g()= 3xg?(x) — a3
oy 9(@)
f) ¢'(z)= W_(l),
ooy 29(
8.104. Funkce g (y = ( )) je dédna im-
plicitné rovnici F(x,y) = 0 a podminkou
g(a) = b. Urcete ¢'(a), ¢"(a) (a v prvni

uloze také ¢'"'(a)), jestlize
a) F(z,y) =2 —zy+2° + 2 —y—1,
[a,b] = [0,1],
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b) F(z,y) =2 -y’ + 2’y — 1,
[a, 6] = [1,0],

c) F(z,y) =x —y+4siny,
[a, 6] = [0,0],

d) F(z,y) =y —o —Iny,

[a,b] =[e—1,¢].
Reseni.
a) g/(o) — 0’ g//( ) — g///(o) — _%’
b) ¢'(1) = -2, ¢"'(1) =6,
c) ¢'(0) = —3, ¢"(0)=0,

8.2. Jedna funkce vice proménnych

8.201. Funkce g proménnych z a y (tj.

z = g(x,y)) je definovanad implicitné rov-

nici F(z,y,2) = 0 a podminkou g(a,b) = c.

Urcete g (a,b) a gy(a,b), jestlize

a) F(x,y,2)=22+2y%>—322+2xy—22+3,
[a,b,c] =[-1,2,-2],

b) F(z,y,2) = 2* —dayz — 1,

[a,b,c] =1[0,2,1],

c) F(z,y,z) =cos?x + cos®y + cos? z — 1,
[a,b,c] = [3m, 57, 7).

Reseni.

a) g:c(a: b) = _% ) gy(aa b) = _g )

b) ¢.(0,2) =2, ¢,(0,2) =0,

©) 9x(3m 37) = =1, 9y(57, 37) = 0.

8.202. Je dana rovnice

e” 42y + 2+ 5=0a bod [1,—6,0].
Urcete:
a) fi(1,-6), fi(1,—6), jestlize funkce f
(z = f(x,y)) je definovand implicitné danou
rovnici a podminkou f(1,—6) =0.
b) ¢:(1,0), g4(1,0), jestlize funkce g (y =
g(z, z)) je definovand implicitné danou rov-
nici a podminkou ¢(1,0) = —6.

c) hy(—6,0), hi(—6,0), jestlize funkce h
(x = h(y, 2)) je definovana implicitné danou
rovnici a podminkou h(—6,0) = 1.

Reseni.

a) fi(1,-6) =6, fi(1,
b) g:(1,0) =12, gi(1,0) = -2,
c) hj(—6,0) = L, hi(—6,0) = 1

8.203. Funkce g (u = g(x,y, 2)) je defino-
vané implicitné rovnici F(z,y,z,u) = 0 a
podminkou g(a, b, c) = d. Ovéite, ze funkce
g je skutecné definovana a urcete
gé(a7 b? C) ) gé(a7 b? C) ) g;(c% b7 C) )

jestlize:

a) F(z,y,zu) =u® + zyzu — 8,

la,b,c,d] =10,1,1,2],

b) F(x,y,z,u)=z+y+z+u—Inu—1,

[a,b,c,d] =[1,—e,1,¢€].

Reseni.
a) gﬂ,ﬁ(oa 1a 1) = _la
940,1,1) = ¢%(0,1,1) =0,
b) galc(la —€, ) gy( — ¢, 1) =
S g1, —e 1) e /(1—e).

8.204. Funkce g (z =
implicitné rovnici

g(x,y)) je definovana

F(x,y,2) =0
a podminkou
g(x07y0) = 20,

kde [xo, Yo, 20] je takovy bod, Ze

F(x0,Y0,20) = 0, Fi(z0,Y0,20) #0.
Urcete funkce gy, g, (pomoci funkce g),
jestlize

a) F(r,y,2) =2%+y?+ 2% — 222 — 1,
b) F(z,y,2) = 2 + 3zyz — 8,
c) F(x,y,z) =€ —ayz,
d) F(z,y,z) = ln——l—l—g.
z
Reseni.

y/(x = 9),

a)gr=1, gy =



26.2.2007, KRYLOVA, STEDRY: IMPLICITNE ZADANE FUNKCE

b) g = —yg/(zy+9?), gy = —xg/(vy+9?),
c) 9. =yg/(e? —wy) g{/ = xg/(e —zy),
d) g;=g/(x +9), 9y=9*/(xy + yg).

8.205. Funkce g (z = g(z,y)) je definovana
implicitné rovnici

F(z,y,2) =0
a podminkou
g(a,b) =c
Urcete ¢z2(a,b), goy(a,b) a gyy(a,b), jestlize
a) F(r,y,2) =2% —2y* + 22 —da + 22— 1,
la,b,c] =[0,1,1],
b) F(z,y,2) =2 + > + 2% — 2 — 1,
la,b,c] =[1,0,1],
c) F(z,y,2) =x+y+2z—e*,
la,b,c] = [e,—1,1].
Reseni.
a) g22(0,1) = -1,
92y(0,1) = =3, 944(0,1) = 3,
b) g:4(1,0) = =,
9ay(1,0) = g4y (1,0) = 0,
€) gaw(e,—1) = gay(e, —1) =

Gyy(e,—1) = —e /(1 —e)>.

8.206. Funkce g (z = g(z,y)) je definovana
implicitné rovnici

F(z,y,z) =0
a podminkou

g(av b) =
Ovérte, ze

F(a,b,c) =0, Fl(a,b,c) #0.

Urcete totalni diferenciél dg(a,b), jestlize

a) F(x,y,z) =xsinz + ycosz — €7,

[a,b,c] = [0,1,0],
b) F(z,y,2) =2 +y° +2° —2 —y — 2,
la,b,c] = [1,1,1].

Uréete dg(a,b) a d?g(a, b), jestlize

c) F(z,y,2)
la, b, c] =

:ZB—sz—i—y,

[37 _27 2]7
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d) F(z,y,2) =z+y+z—Inz—1,

[a,b,c] = [2,—e,e].
Reseni.
a) dg(0,1) =
b) dg(1,1) = —da: —dy,
¢) dg(3,~2) = 1(2dz — dy),
d*g(3, —2) = 525 (—2da? + 5dzdy — 2dy?),
d) dg(2, —e) = 1% (dz + dy),
d®g(2, —€) = g5 (da® + 2dwdy + dy?).

8.3. Dvé funkce jedné proménné
8.301. Funkce f a g (x = f(2), y = g(2))
jsou definovany rovnicemi

2?2 +y? = %zQ, z+y+z=2
a podminkami f(2) = 1, g(2) = —1. Urcete
f(2),9'(2) a f"(2), 9" (2).

f’(2) =0,4(2) = -1, f"(2) =
//(2)

8.302. Funkce f a g (x = f(2), y = g(2))
jsou definovany rovnicemi

24y +22=1r+y+2=0
a podminkami f(z9) = xo, 9(20) = Yo, kde

[0, Yo, 20] je takovy bod, Ze
zo+ Yo+ 20 =0, 55(2)+Z/3+23 =1,

1
Zo

Urcete z'(2), ¥'(2).

(y—2)/(x —y), ¥(2)

Reseni. 2/(z) =

(z —z)/(x —y).

8.4. Tec¢na, teéna rovina, normala.

8.401. Napiste rovnice te¢ny a normaly v
bodé P ke kiivce zadané implicitné, jestlize

22, P=[1,1],
[1,0],

a) 2’y +ylr=3—-2
b) coszy =z +2y, P =
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¢) zy+lny—1=0, P=1[1,1].

Reseni.
a) tena: r+y—2 =0, norméla: z—y =0,
b) teéna: z +2y—1=0,

normala: 2r—y—2 =0,
c) teéna: x +2y —3 =0,

normala: 2r—y—1=0.
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8.402. Napiste rovnice tecné roviny a nor-
maly v bodé P k ploSe uréené rovnici:
a) 22 +y2+22=169,P = [3,4,12],
b) 2® + 1y — $22=1,P=11,-2,3],
c) 2 +y¥+2 +ayz—6=0,

P =112 -1],

d) z:y—klnf,P:[l,l,l].
z



